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ABSTRACT 

A s y m p l e c t i c  i n t e g r a t i o n  of a Poisson manifold (M, A) is a symplectic 

groupoid (F, 7) which real izes  the given Poisson manifold, i.e. such that 

the space of units F0 with the induced Poisson structure A0 is isomorphic 

to (M, A). This notion was introduced by A. Weinstein in [28] in order 

to quantize Poisson manifolds by quantizing their symplectic integration. 

Any Poisson manifold can be integrated by a local  symplectic groupoid 

([4], [13]) but already for regular Poisson manifolds there are obstructions 

to global integrability ([2], [6], [11], [17], [28]). 

The aim of this paper is to summarize all the known obstructions and 

present a sufficient topological condition for integrability of regular Pois- 

son manifolds; we will indeed describe a concrete procedure for this in- 

tegration. Further our criterion will provide necessary and sufficient if 

we require F to be Hausdorff, which is a suitable condition to proceed to 
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Weinstein's program of quantization. These integrability results may be 
interpreted as a generalization of the Cartan-Smith proof of Lie's third 
theorem in the infinite dimensional case. 

1. I n t r o d u c t i o n  

Un groupo~de  s y m p l e c t i q u e  (F, r/) est un groupoide de Lie muni d'une struc- 

ture symplectique 71 compatible avec la multiplication partielle ([4], [13], [28]). 

L'espace des unit~s F0 est muni d'une structure de Poisson canonique A0 pour 

laquelle la projection source c~ est un morphisme de Poisson. Le probl~me de 

l ' i n t~gra t ion  s y m p l e c t i q u e  d'une vari~t~ de Poisson (M, A) a ~t~ pos~ par A. 

Weinstein dans [28]; le rSsoudre consiste ~ construire un groupo/de symplectique 

(F, 7) dont l'espace des unit~s (F0, A0) est isomorphe ~ (M, A). Quitte £ d~ployer 

F (volt [20]), on peut supposer que les fibres de a sont connexes et simplement 

connexes; une telle integration symplectique est dite universe l le .  L'id~e de A. 

Weinstein est d'utiliser l'int~gration symplectique pour quantifier les vari~tSs de 

Poisson (voir [28], [30], [31]). 

L'int~gration par un groupo'/de symplectique local  a ~t~ r~alis~e dans [4] et [13]. 

Pour l'int~gration globale, il est naturel de s'int~resser d'abord aux variSt~s de 

Poisson r~guli~res (i.e. celles dont le feuilletage caract~ristique ~" est r~gulier) et 

plus pr~cisement aux vari~t~s de Poisson r~guli~res dont tout cycle ~vanouissant 

est trivial. Cette condition situe le probl~me dans la cat~gorie des vari~t~s de 

Poisson s~par~es ce qui permet des calculs cohomologiques. Dans ce contexte, on 

a les r~sultats suivants: 

(1) il existe des vari~t~s de Poisson non int~grables: P. Dazord construit une 

obstruction k l'int~grabilit~ de certaines variSt~s de Poisson dans [5] et [6]; 

(2) les vari~t~s de Poisson t o t a l e m e n t  a sph~r iques  (i.e. celles pour lesquelles 

le 7r2 des feuilles de ~ est nul) sont int~grables ([7]). 

Le premier but de ce travail est d'exhiber une condition topologique suffi- 

sante pour int~grer les vari~t~s de Poisson r~guli~res sans cycle ~vanouissant qui 

g~n~ralise et r~sume tousles r~sultats d'int~gration connus £ ce jour. En fait, on 

donne une construction explicite de leur integration symplectique universelle. 

Les vari~t~s de Poisson r~gulihres dont l'int~gration symplectique est s~par~e 

forment une bonne cat~gorie pour la pr~quantification propos~e par A. Weinstein. 

Pour ces vari~t~s, on obtient une condition n~cessaire et suffisante d'int~gration. 
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La construction de l'int~gration s'appuie sur une thSorie de fibres princi-  

p a u x  h groupoi 'de s t r u c t u r a l  qui remplace l'approche par les r~al isa t ions  

i so t ropes  de L i b e r m a n n  dfie ~ P. Dazord ([5], [6]). On est done amen~ 

introduire dans ce contexte les notions famili~res pour les fibr6s principaux clas- 

siques: cocycle,  connex ion ,  cou rbu re  et  classe de Che rn .  Cela permet 

d'explieiter l'analogie avee les r~sultats d'int~grabilit5 de B. Kostant ([15]), J. M. 

Souriau ([23]) et A. Weil ([26]). Cette approche amine naturellement h u n  autre 

aspect: l'utilisation de techniques cohomologiques pour "int6grer" les invariants 

cohomologiques de la structure de Poisson. 

La partie technique du travail consiste ~t d~montrer un th~or~me d'annulation 

pour la cohomologie (~ valeurs dens un faisceau) d'une submersion; celui-ci est 

le coeur de la preuve du th~or~me d'int~gration. 

1.1 RI~SULTATS. D'apr~s [7], une structure de Poisson r6guli~re A sur une 

variSt~ M est d~termin~e par le feui l le tage  ca rac t~r i s t ique  9 r engendr~ par 

les champs hamiltoniens XI et la fo rme  feuil let~e s y m p l e c t i q u e  d~finie par 

a(XI, X~) = {f, g}. C'est ce point de vue feuil let~ qui va permettre d'introduire 

les objets essentiels dens la construction de l'int~gration symplectique. 

Toute sphere tangente ~t 5 r peut ~tre d~form~e transversalement en une famille 

continue D de spheres tangentes (voir §3.2). L'int~gration de a sur ces spheres 

d~finit une fonc t ion  d ' a i r e  sur une transversale £ 5 r. Si cette fonction poss~de 

un point critique, on dire que la d~ fo rma t ion  t r a n s v e r s e  D est symplec-  

t i q u e m e n t  ~vanouissante ;  une telle d~formation sere dite t r iv ia le  si la fonc- 

tion d'aire est constante. Les diff~rentielles des fonctions d'aire engendrent un 

sous-groupo'ide 7)(A) du fibr5 conormal ~'9 r appel5 le groupoYde des p~r iodes  

sph~r iques  d~riv~es (ou simplement le groupo' ide d(~riv~) de A. 

Comme dans les probl~mes d'int~gration des groupes locaux ([25]) et des suites 

d'Atiyah ([2], [17]) ou dens le probl~me de la pr~quantification des vari~t~s 

symplectiques ([15], [23], [26]), l'int~grabilit~ des vari~t~s de Poisson sera carac- 

t~ris~e par leurs p~riodes (sph~riques d~riv~es). Celles-ci doivent ~tre annul~es 

si l'on veut faire disparaitre les obstructions cohomologiques £ l'int~gration. Par 

consequent, le groupoide quotient G du fibr~ conormal ~'5 r par le groupoide 

dSriv~ P(A) sere l'ingr~dient fondamental de l'int~gration symplectique. On 

r~sumera cette idle en dissent que G est le groupo~de s t r u c t u r a l  de A. 
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TH~OR~ME 1.1: Soit (M,A) une vari~t~ de Poisson r~gulibre. Le groupoMe 

structural G est un groupoi'de de Lie si et seulement si 

(i) le groupoi'de d~riv~ P(A) est un sous-groupoi'de de Lie de ~*~ ~tal~ sur M,  

i.e. toute d~formation symplectiquement ~vanouissante est triviale; 

(ii) le groupoi'de d~riv~ /V(A) est plong~ darts v*3 r .  

En outre, g est s6parb si et seulement si P(A) est fermi. 

La condition (i) est l 'obstruction ~ l'integrabilit6 raise en lumi~re par A. Weins- 

tein dans [28]. Les conditions (i) et (ii) impliquent que le groupo'ide d~riv~ est un 

r~seau  de (M, A) au sens de [5] et [6]; il s'agit de l 'obstruction de P. Dazord. En 

outre, ces deux conditions entra~nent que les fibres de/~(A) sont ferrules discr~tes; 

en restriction aux feuilles de 3 r ,  on retrouve ainsi l 'obstruetion ~. l'int6grahilit~ 

des alg~brdfdes de Lie transitifs de R. Almeida et P. Molino ([2]) et K. Mackenzie 

([17]). Bref, toutes ces obstructions ~ l'int~grabilit~ n'interviennent en fait que 

pour assurer que le groupo'fde structural ~ est un groupoide de Lie. 

EXEMPLES 1.2: (1) Soit ~- le feuilletage horizontal sur M = S 2 x ~ d~fini par 

l'~quation dt = 0. Soit v0 la forme volume canonique sur S 2. La forme feuillet~e 

symplectique a repr6sent~e par ~ = (1 + t2)v0 d~finit une structure de Poisson 

A = (3 r ,  a) sur M. Le groupoide d~riv~, qui est engendr~ par la 1-forme 2tdt, 

n'est pas un groupdide de Lie. 

Cet exemple de A. Weinstein (voir [28]) montre que le groupo~'de structural 

G n'est pas en g~n~ral un groupo'/de de Lie. L'exemple suivant montre que la 

condition de plongement est aussi essentielle: 

(2) La structure de Poisson sur S 2 × IR de l'exemple (1) induit une structure de 

Poisson A sur l 'ouvert M obtenu en 6tant le point (N, 0), oh N e s t  le p61e nord 

de S 2. I1 n'y a plus de d~formation symplectiquement ~vanouissante, mais le 

groupoide structural G n'est toujours pas un groupdide de Lie. 

Si le groupdfde d~riv~ est plong~ dans v*3 r et ~tal~ sur M, alors les fibres sont 

discr~tes, mais ces deux conditions ne sont pas 6quivalentes d'apr~s l'exemple (2). 

Les analogies ~tablies et le proc~d~ de construction de l'int~gration symplec- 

tique (voir §4) permettent  d'interpr~ter le th~or~me suivant comme une extension 

du th~or~me de Cartan-Smith qui 6tablit le 3~me th~or~me de Lie (el. [25]): 

TH~OR/~ME 1.3: Soit (M, A) une vari~t~ de Poisson r~gulibre dont tout cycle 

~vanouissant est trivial. Si 

(i) le groupoi'de structural g est un groupo[de de Lie, 
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(ii) la varidtd de Poisson (M, A) est t r a n s v e r s a l e m e n t  comple te ,  i.e. il existe 

un suppl~mentaire du fibre tangent du feuilletage image r~ciproque de 2: 

sur  ~,  

a/ors (M, A) est int6grable. 

Si G est s~par~, la vari~t~ de Poisson (M, A) est ~videmment transversalement 

complete (voir §3.7). D'autre part, le groupoide structural d'une vari~t~ de Pois- 

son t o t a l e m e n t  asph~r lque  (i.e. telle que tout cycle ~vanouissant est trivial 

et le ~r2 des feuilles est nul) est isomorphe h ~*~ et l'on retrouve le th~or~me 

fondamental de [7]: 

COROLLAIRE 1.4: Si (M, A) est une vari~t~ de Poisson r~guli~re totalement 

asphdrique, a/ors (M, A) est intdgrable. 

R6ciproquement, on montre le th6or~me d'obstruction suivant qui r6sume les 

obstructions prSalablement 6tablies ([2], [6], [17], [28]) dans le cas g6n6ral des 

vari6t6s de Poisson r6guli~res: 

THI~OR~,ME 1.5: Si une varidt6 de Poisson rdguliSre (M, A) est intdgrable, alors 

le groupoi'de structural ~ est un groupoi'de de Lie. 

D'apr~s le th6or~me 1.3, il semble raisonnable d'ajouter une nouvelle obstruc- 

tion, h savoir la compl6tion transverse de (M,A). En fait, le proc6d6 de [11] 

permet de montrer une condition n6cessaire proche de la completion transverse 

(en 61argissant la notion de cycle ~vanouissan t  coh6ren t  de [11]). N6anmoins, 

le probl~me de l'existence ou non d'un suppl6mentaire invariant reste ouvert. 

La quantification d'apr~s A. Weinstein (voir [28] et [31]) amine h s'int6resser 

aux vari6t~s de Poisson dont l'int6gration symplectique est s6par6e: 

THI~OREME 1.6: Une vari~t~ de Poisson r~guli~re (M, A) est intdgrable par 

un groupoi'de symplectique sdpard si et seulement si tout cycle dvanouissant est 

trivial et le groupoi'de structural ~ est un groupoi'de de Lie sdpard. 

Les conditions d'int6gration se simplifient si le groupo~de d ' h o m o t o p i e  

111(3 r) (voir §2.4) est localement trivial. On remarque que les cycles ~vanouissants 

d'un tel feuilletage sont triviaux. La proposition 3.3 permet d'~noncer le r~sultat 

suivant: 

COROLLAIRE 1.7: Une varidt~ de Poisson rdgulibre (M,A) ~ groupo[de 

d'homotopie localement trivial est int6grable si et seulement si le groupoi'de ddrivd 

7~(A) est un sous-groupoi'de de Lie de ~/'7" ~ fibres fermdes discrbtes. 
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EXEMPLES ].8: On donne des exemples de structures de Poisson A = (~ ' , a )  

dont le groupo'ide d 'homotopie est localement trivial: 

(1) Si 9 c e s t  d~fini par une action localement libre d 'un groupe de Lie G alors 

puisque G est asph~rique, A est int~grable d'apr~s le corollaire 1.4. 

(2) Si 9 c est r i e m a n n i e n  c o m p l e t ,  A v~rifie la condition du corollaire 1.7 

d'apr~s [1]. 

(3) Vne s t r u c t u r e  c o s y m p l e c t i q u e  ([16]) sur une varlet5 M est la donn~e 

d'une 1-forme ferm~e 0 et d'une 2-forme ferm~e co telles que 0 A w k soit un forme 

volume sur M. Le feuilletage 9 c d~fini par l '~quation 0 = 0 et la forme feuilletSe 

a repr6sent6e par w d~finissent une structure de Poisson A sur M. Si le champ de 

Reeb R (d~fini par inO = 1 et inw = 0) est complet, le ]~-feuilletage de Lie Y est 

complet et donc v~rifie la propri~t~ du corollaire 1.7. Puisque le groupoYde dSriv~ 

est nul, A est int~grable. En fait, puisque w est ferm~e, A est d~j~ int~grable 

d'apr~s [7]. 

(4) Soit 9 c u n  feuilletage t o t a l e m e n t  g6od~sible .  En proc~dant comme dans 

[1], ce cas se ram~ne au cas (1) ~ l 'aide du th~or~me de structure de G. Cairns 

(voir [18]). 

EXEMPLES 1.9: Soient ~c un feuilletage transversalement orientable de codimen- 

sion 1 et A = ()r, a) une structure de Poisson sur une vari~t~ compacte M de 

dimension 3. D'apr~s le th~or~me de stabilit~ de Reeb et le th~or~me de Novikov, 

il y a trois cas possibles: 

(1) 9 c e s t  totalement asph~rique et donc A est int~grable d'apr~s le corol- 

laire 1.4; 

(2) ~- est la fibration triviale en spheres et A est int6grable si la fonction d'aire 

est constante d'apr~s le corollaire 1.7; 

(3) Jr poss~de une composante de Reeb qui supporte un cycle ~vanouissant non 

trivial et dans ce cas aucune structure de Poisson A n'est int~grable d'apr~s [11]. 

2. Vari~t6s de Poisson r~guli~res 

Le but de cette section est de rappeler la description des vari~t~s de Poisson 

r~guli~res en termes de formes feuillet~es (voir [7] et [11]). 

2.1 FORMES FEUILLETI~ES ET FORMES PURES. (i) Soit (M,~ ' )  une vari~t~ 

feuillet~e. Soient (f/*(M), d) le complexe de De Rham et (~2*M,.'F),d) le sous- 

complexe des formes relatives, i.e. des formes qui s 'annulent sur les feuilles de 
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$-. Le complexe (~t*(.T), dj:) des fo rmes  feui l le t6es  est le complexe quotient et 

sa cohomologie H*(S)  est la cohomolog ie  feui l le t6e  de  (M, F) .  

(ii) Le choix d'un suppl6mentaire N9 ~ de T5 v permet d'obtenir de bons repr6- 

sentants des formes feuillet6es. Soit u*9 c le fibr6 conormal dont les sections sont 

les 1-formes relatives. La d6composition duale T * M  = u*.T ® T*.~ induit une 

d6composition de ft*(M) et d en fo rmes  p u r e s  et c o m p o s a n t e s  p u r e s  

f~r (M) = p+~q=rflP'q(M) d = do,I + dl,o + d2,-1 

(iii) Si l'on eonsid~re YY(M) = (1~ f~P'q(M) comme un module filtr6 de degr6 

filtrant p, on obtient la su i te  s p e c t r a l e  de  L e r a y - S e r r e  

E~'q(Y ") ~ HP+q(M) 

Puisque le terme EP'q(J :') = flP'q(M) et la diff6rentielle do est induite par d0,1, 

on a: 

E°'q(..P) "= H q (.T) 

(iv) Soit L e s t  la forme de Liouville sur u*5 c. Les champs H dfifinis par 

(2.1.1) i H L  = i H d L  = 0 

engendrent un feuilletage 7-/appel6 le feu i l l e tage  re lev6  de  9 v. Le fibr6 tangent 

T?-/est le sous-fibr6 horizontal de la c o n n e x i o n  pa r t i e l l e  de  B o t t  d6finie par 

V x #  = i x d p  

pour tout champ X C X(~-) et toute section # de u*$-. Bref, u*5 v e s t  un fibr6 

vectoriel 9C-feuillet6 (au sens de [18]) dont les sec t ions  feui l le t4es  sont les 

1 - fo rmes  bas iques ,  i.e. les 1-formes it telles que i x #  = i x d #  = 0 pour tout  

X e ~ (~ ) .  

(v) L'espace f~q(~-; u*9 c) des q - fo rmes  feui l le t4es  ~ va leurs  darts  u*9 c e s t  

l'espace des sections du fibr6 vectoriel (A q T*.~)®u*.T. La diff6rentielle ext6rieure 

covariante 

dy:~d(Xl,.. ., Xq+l )  = £ , . . . ,  X+l) 

+ x , ] , . . . ,  2,,..., 2j,..., x +i) 
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v6rifie d~- = 0 car la courbure  de V e s t  nulle. La cohomologie H*($ ' ;  u*$')  du 

complexe (f/* ($-; ,*.T),  d0~) est la c o h o m o l o g i e  f e u i l l e t 4 e  d e  (M, F )  h v a l e u r s  

d a n s  u*~-. Alors, on a: 

EI'q(.T ") ='~ H q (.T'; tJ*j v) 

2.2 FORMES FEUILLETI~ES SYMPLECTIQUES. Une forme feuillet~e est un 

~l~ment d ' un  quotient ,  mais  on v6rifie ais~ment que ses puissances ext~rieures 

et son ~valuation sur les vecteurs  tangents  ~ .T sont bien d~finies. Une 2-forme 

feuillet~e a E ~2($-) est dite s y m p l e c t i q u e  si 

(i) d y o  = 0 

(ii) A k a  est non nulle en tout  point  de M oh d im~-  = 2k. 

Une telle forme feuillet6e d6finit une s t ruc ture  de Poisson h sur M dont  le feuil- 

letage caract6ris t ique est 2-. 

A la s t ruc ture  de Poisson A = (.T, a) ,  on associe les deux 616ments de la suite 

spectrale  de Leray-Serre d6finis par  

(i) [a] = [w] e E° '2( )  t-) = H2(b t-) 

(ii) dl[A] = [dl,ow] • E~'2(.T ") = H2(-T; v*~')  

off w est un repr6sentant  pur  de type  (0, 2) de a et dl est la diff6rentielle de la 

suite spectra le  induite par  dl,o. Ce sont des invariants  essentiels de A. 

2.3 ALGI~BRO'iDES DE LIE. Une s t ructure  de Poisson A = (~- ,a )  sur une 

vari6t~ M d~finit une s t ruc ture  d ' a l g ~ b r o ~ d e  d e  L ie  ([20]) sur le fibr6 cotangent  

T*M ([4], [13]) donn~e par:  

(i) le morph i sme  de fibr6s vectoriels A#: T*M ~ T M  qui, ~ toute  l - fo rme  

p, associe le champ  A # p  tangent  ~ ~ tel que iA#tta = - ~ ,  off ~ est la classe 

feuillet6e de p; 

(ii) le crochet  de Lie 

{#1, #2} = iA#pldp2 - iA#p2dpl + dA(tq, P2) 

pour  lequel A#: Ft l (M) --+ X ( M )  est un morph isme  d'alg~bres de Lie qui v~rifie 

{#1, f#2}  = f{Pa, tt2} + (LA#tqf)#2 pour  toute  fonction f e C°°(M). 

Le noyau du morph isme  A # est le fibr~ conormal  u*.P. C 'es t  un a l g ~ b r o ~ d e  

d e  L ie  v e c t o r i e l ,  i.e. un fibr~ en alg~bres de Lie ab~liennes. De fa~on pr6cise, 

on a une e x t e n s i o n  d'alg~bro'ides de Lie 
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A # (2.3.2) 0 -~ u * .T - - - ,  T * M - - ~  T J c -~ 0 

L'alg~broide de Lie T ~  agit sur le noyau v*~ c g l'aide de la connexion partielle 

de Bott. Pour tout couple X1 et X2 de champs tangents g ~-, on consid~re le 

couple Pl = - i x 1  w e t  #2 = - i x 2 w  de 1-formes pures de type (0, 1) pour le choix 

d'un suppl~mentaire de T~'. La 2-forme feuillet~e ferm6e f~ E gt2(jc; v*5 c) d~finie 

par 

~2(Xn X2) = -{#1,  #2}1,o = i x 2 i X l d l , o a ;  

repr6sente une classe de H2()r; u*.7-) qui caract6rise l'extension: 

PROPOSITION 2.1 ([7]): L'alg6broi'de de Lie T * M  de (M,A) est 1'extension de 

T . f  par u*J ~ (relative g la connexion partiel le de B o t t )  de classe dl[A]. 

2.4 INTI~GRATION DE POISSON. Soit (/140, JCo) une varidt6 feuilletde (off l'on 

modifie les notations pr6c6dentes par l'adjonction d'un indice 0). Le groupoi 'de 

d ' h o m o t o p i e  IIl(~o) ([20]) est le quotient de l'espaee des chemins contenus 

dans les feuilles de .7"o (muni de la topologie compacte-ouverte C °~) par la rela- 

tion d'homotopie darts les feuilles de ~r o. C'est un groupoide de Lie (voir [19]) 

dont l'espace total M est s6par6 si, et seulement si, tout cycle 6vanouissant de ¢-0 

est trivial (voir [7]). Les projections source ct0 et but fl0 d6finissent un m6me feuil- 

letage image r6ciproque )c = a ; f o  = r;~-o dont les feuilles sont les groupoides 

d'homotopie des feuilles de ~Co. Ce feuilletage est invariant par l'involution to de 

IIl(5co) et sa trace sur Mo est 6gale g -7-0. 

(i) Les applications ao, rio, to induisent des morphismes des complexes de 

formes relatives et de formes feuillet6es. 

(ii) On fixe une d6composition T M o  = NJZo ® TJ:'o et l'on note p la projection 

sur T~C0. Le noyau de l'application 

(p x p)o(flo, ao),: T M  --* T M o  ® T M o  ---* T.To • T.~o 

est un suppl6mentaire de T) r.  On dira que ces d~compositions de T M  et T M o  

sont a da p t 6e s  l ' une  h l ' au t re .  Dans des d~compositions adapt~es, les applica- 

tions ao,/3o, 5o induisent des morphismes des complexes de formes pures de type 

(v, q). 
(iii) Soit ~*(~i',~-o) le complexe des fo rmes  feuil let~es re la t ives  qui 

s'annulent sur Mo. En utilisant des d~compositions adapt~es, on obtient un 
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isomorphisme de ~°'q(M, Mo) darts ~2q(~-, .T0) et une suite spectrale de Leray- 

Serre relative 

EP'q(.T, .To) ~ gP+q(M, Mo) 

En outre, toute structure de Poisson Ao -- (.To, go) sur M0 se relbve en une 

structure de Poisson A sur M qui en fait un g r o u p o l d e  de  Po i s son  au sens de 

[29] (voir [7]). Cette structure de Poisson est ddterminde par le feuilletage .T et 

la forme feuilletd relative a = a~ao - 3~a0. 

3. P~riodes sphdriques et groupolde structural 

Le problbme de l'int~gration symplectique de (M, A) consiste £ construire un 

groupoide symplectique dont l'algdbro'/de de Lie est isomorphe ~ l'extension T*M 
de T.T par u*.T. Ces deux derniers algdbro'ides de Lie sont intdgrables. Le fibrd 

conormal u*.T est un groupo'ide de Lie (plus prdcisement un fibrd en groupes) qui 

est visiblement l'intdgration de l'algdbro'ide de Lie v*.T. En outre, le groupo'ide 

d'homotopie II1(~') rdalise l'int~gration de T.T. L'intdgrabilit~ de (M,A) sera 

caract~ris6e en termes de p6riodes sph6riques de la classe dl[A] de rextension. 

Leur construction sera le premier but de cette section. On s'intdressera ensuite 

aux structures diffdrentiable et feuilletde du groupo~de quotient G de u*.T par ces 

pdriodes sphdriques. C'est dans la construction de ce groupoYde que se retrou- 

veront toutes les difficultds et toutes les obstructions ~ l'intdgrabilitd. En parti- 

culier, on prouvera le thdor~me 1.1 au §3.5. 

3.1 LE GROUPOiDE D'HOMOTOPIE YI2(.T" ). Soit .T un feuilletage de dimen- 

sion n e t  de codimension m sur une vari~td M. Soit C~(S2,.T) l'espace des 

applications diff6rentiables de S 2 dans les feuilles de .T muni de la topologie 

compacte-ouverte C ~ .  Si N ddsigne le pSle nord de S 2, la projection i5: s C 

C°~(S2,.T) ~ s(g) E M est continue et ouverte. Soit I-I2(~-) le quotient de 

C°°(S 2, .T) par la relation d'homotopie dans les feuilles de .T relative h N e t  

q: C~(S2,.T) --+ II2(.T) la projection quotient correspondante. La projection 

induite p: II2(.T) ~ M est aussi continue et ouverte; sa fibre en un point x est 

le groupe d'homotopie zr2(L,,x) de la feuille L~ passant par x. Bref, II2(.T) 

est un groupo'/de (plus prdcisement un fibrd en groupes) topologique appeld le 

g roupo~de  d'homotopie de F d ' o r d r e  2. 
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3.2 STRUCTURE DIFFt~.RENTIABLE SUR 1-I2()t'). Soit s: (S 2, N) ~ (M, x) une 

application diff~rentiable dont l'image est contenue dans la feuille de 7- passant 

par x; on dira que s est une sphe re  t a n g e n t e  h .T. Soit E le fibr~ vectoriel image 

r~ciproque de v*$- par s. A l'aide d'une mStrique riemannienne, on construit 

une application diffSrentiable D d'un voisinage de la section nulle de E darts M 

prolongeant s e t  transverse ~t 5 r, qui induit un diff~omorphisme de la fibre de N 

sur une transversale V passant par x. D'apr~s le th~or~me de stabilit~ globale de 

Reeb, le feuilletage image r~ciproque D*$- est trivialis~ par la connexion de Bott. 

Bref, s se prolonge en une application diff~rentiable D: S 2 × V --~ M transverse 

7- telle que le feuilletage image r~ciproque 7-I = D*$- est le feuilletage horizontal 

en spheres sur S 2 × V. On dira que D est une d ~ f o r m a t i o n  t r a n s v e r s e  de s. 

Toute d~formation transverse D peut ~tre 5paissie en un t u b e  de sphe re s  

t a n g e n t e s .  Pour cela, soit (U; x l , . . . ,  Xn, Yl, .  •., Ym) une carte locale distinguee 

pour laquelle la transversale xl . . . . .  x~ = 0 est contenue darts V. Soient 

~ ~ les riots des champs tangents 0 0 L'application diff~rentiable , ' " ,  ~ . . . .  , 0 ~ "  
T: S 2 × U ~ M d~finie par 

T(Z, Xl, , xn , y l , .  ,ym) 1 .o~i~(D(z,  ,y~)) . . . . . .  ~xl o . .  Y l , - . .  

prolonge la d~formation transverse D. On dira que T est un t u b e  de  sphe re s  

t a n g e n t e s .  Tout tube T d~finit des applications continues 

u . c (s2,f) 

I3211 I q 
n2(7) 

off ~- est une section de la projection p. Ces applications r d6finissent un atlas et 

donc une structure diff6rentiable sur II2(7") pour laquelle pes t  un diff6omorphis- 

me local. Bref, on a l e  r6sultat suivant: 

PROPOSITION 3.1: Le groupoi'de II2(~-) est un groupoi'de de Lie 6tald sur M. 

EXEMPLES 3.2: (1) Soit II2(M) le groupo'ide d'homotopie d'ordre 2 d'une 

vari6t~ M. Soient V un voisinage contractile d 'un point xo et ~/ un chemin 

clans V d'extremit6 xo. L'isomorphisme induit 7#: zc2(M,x) --* 7r2(M, x0) ne 

d6pend que de l'origine x de % Les hom6omorphismes 

[8] • R-I (v)e- -+  (8(N),"[#([8]))• V x 7r2(M, xo) 
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d~finissent une structure de vari~t~ sur II2(M) qui en fait un fibr~ localement 

trivial de fibre 7r2(M, x0) et de groupe structural rrt(M, x0). Evidemment, ce 

fibr~ est trivial si M est 2-s imple,  i.e. Faction de n l (M,  x0) sur 7r2(M, xo) est 

triviale. 

(2) Soient ~r: M --* B u n  fibr~ localement trivial dont la fibre F est 2-simple 

et ~" le feuilletage d~fini par 7r. Soit II2(Tr) le fibr~ associ~ de fibre ~r2(F). Le 

groupo'/de d'homotopie II2(J r) est le fibr~ image r~ciproque de II2(Tr) par 7r. 

(3) On a une situation analogue si $- est un feuilletage d~fini par une submersion 

surjective 7r: M ~ B ~ fibres 2-simples. Le groupo'ide d'homotopie 1-I2(ff) est 

trivial en restriction aux fibres de 7r et done d~finit par projection un groupo'/de 

de Lie H2(Tr) ~tal5 sur B. On dira que II2(7r) est le g roupo~de  d ' h o m o t o p i e  

d ' o r d r e  2 de  ~r. 

Les fibres de a0: I I l (~ )  ~ M sont les rev~tements universels des feuilles de 

de projection/3o. Celle-ci induit donc un isomorphisme (/3o).: II,~(a0) ~ II~(J=). 

D'apr~s les exemples (1) et (2) ci-dessus, on a le r~sultat suivant: 

PROPOSITION 3.3: Le groupo~de d'homotopie H2(~') est localement trivial en 

restriction ~ chaque feuille de ~:. Si II1(5 r)  est en plus localement trivial, alors il 

enes t  de m~me pour I12(9r). 

3.3 INTEGRATION ET PI~RIODES. Soient A = (Y, a) une structure de Poisson 

et ~t • f~2(j=; u . j r )  un repr~sentant de la classe dl[A]. Soit D: S 2 × V --* M une 

d6formation transverse d'une sphere tangente s: (S 2, N) ~ (M, x). On d~signe 

par 7-I le feuilletage horizontal en spheres sur S 2 × V. La 2-forme feuillet6e ferm6e 

D*~2 • Q2(7~; u*7-t) est repr6sent~e par une forme pure ~ de type (1, 2) pour la 

trivialisation canonique de T*(S  2 × V).  L'int~gration sur les fbres du fibr6 trivial 

S 2 × V au-dessus de V d~finit une 1-forme 

sur V. Les propri~t~s de f impliquent que celle-ci est ind~pendante de la tri- 

vialisation de T*(S 2 x V). 

De fa§on analogue, la 2-forme feuilletge f~ s'int~gre sur un tube T prolongeant 

D en une 1-forme basique f r  f~ sur l 'ouvert distingu~ correspondant U qui ~tend 

la 1-forme fD f~ sur la transversale V. 

On consid~re le morphisme d'intfigration 

I~:  II2(.~') ~ v*.r 



Vol. 90, 1995 INTEGRATION SYMPLECTIQUE 137 

qui, ~ la section 7: U --+ II2(~) d~finie par un tube T d'apr~s le diagramme (3.2.1), 

associe la 1-forme basique fT ~ sur U. D'apr~s le th~or~me de Stokes, c'est un 

morphisme de groupoides de Lie bien dSfini qui ne d@end que de la classe dl[A] 

de ft. Son image P = ~(A) est un sous-groupoide alg~brique de u*) c appel~ le 

groupoYde des p~r iodes  sph~r iques  d6riv~es de A. 

PROPOSITION 3.4: Le groupoi'de d&ivd P e s t  satnr6 poor la connexion partielle 

de Bot t  sur ~,*.~. 

Ddmonstration: Puisque les int~grales de ft sur les tubes sont des 1-formes 

basiques, le groupoTde d~riv~ P e s t  horizontal pour la connexion partielle de 

Bott. D'apr~s la proposition 3.3, II2(9 t-) est localement trivial en restriction aux 

feuilles de 9 c et donc il enes t  de m~me pour P. D'ofi la proposition. | 

3.4 STRUCTURE DIFFI~RENTIABLE SUR •. Si /~ d~signe le noyau du mor- 

phisme d'intdgration, on a une suite exacte de groupoi'des topologiques 

0 --~ tC ~ I12(3 ~) i~) p ~ 0 

off le groupoi'de d~riv~ P e s t  muni de la topologie quotient. 

L'exemple 1.2.1 sugg~re la d~finition suivante: une d~formation transverse D 

d'une sphere tangente s: (S 2, N) --~ (M, x) est s y m p l e c t i q u e m e n t  ~vanouis-  

s an t e  si fD ~2(x) = 0; une telle d~formation est t r iv ia le  si fD fl = O. 

PROPOSITION 3.5: Les conditions suivantes sont ~quivalentes: 

(i) le groupoi'de 7 ~ est on sous-groupoi'de de Lie de v ' J :  dtal6 sot M;  

(ii) le noyau tC est un sous-groupoi'de de Lie plong6 de II2(_P); 

(iii) toute ddformation symplectiquement 6vanouissante est triviale. 

Ddmonstration: On montre tout d'abord que les conditions (i) et (ii) sont 

~quivalentes (cf. [12] et [21]). Si P e s t  un sous-groupoide de Lie de t,*.~ ~tal~ 

sur M, le morphisme d'int~gration Ia: rI2(~-) - ,  P e s t  un diff~omorphisme local. 

Son noyau/C = I ~ I ( M )  est donc un sous-groupoYde de Lie plong~ de II2(gr). 

R~ciproquement, soit 7~ la relation d'~quivalence sur rI2() r) dSfinie par Faction 

de 1C, c'est-~-dire l'image %ciproque de 1C par l'application difference 

([Sl], [s~]) • n2(J:) ×U U2(J:), , [s~] - [Sl] • n2(J:) 

ofl YI2() c) ×MII2(.T') est le produit fib% {([sl], Is2]): Sl(N) = 82(N)}. La condition 

(ii) implique que ~ est une sous-vari~t~ plong~e de II2(7") ×M II2(7"). De plus, la 
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projection sur le premier facteur se restreint en une submersion surjective de T/ 

sur II2(9t'). D'apr~s le crit~re de Godement (voir [22]), le quotient P = II2($-)/~ 

est muni d'une structure de vari~t~ (qui en fair un groupo'ide de Lie) pour laquelle 

la projection I~ est une submersion surjective. L'inclusion de P dans v*~  est 

un morphisme injectif de groupoides de Lie. Puisque II2(~-) s'~tale sur M, il 

en est de m~me pour P qui devient ainsi immerg~ dans v*$-. Bref, P e s t  un 

sous-groupoide de Lie de v*.T ~tal~ sur M. 

Pour montrer l'~quivalence entre (ii) et (iii), on consid~re une d~formation 

transverse D d'une sphere tangente s. Un tube T qui prolonge D dSfinit un 

voisinage W -- T(U) de [s] diff~omorphe ~ l 'ouvert distingu~ U associ~ ~ T. 

L'~quivalence est une consequence immediate des remarques suivantes: 

(1) la classe Is] ~ K: si et seulement si la d~formation D est symplectiquement 

5vanouissante; 

(2) le voisinage W de Is] est contenu dans K: si et seulement si l'int~grale fT ~t 
est nulle. Or cette 1-forme basique est nulle si et seulement si fD Ft = 0. | 

3.5 GROUPOIDE STRUCTURAL: STRUCTURE DIFFI~RENTIABLE. Soit ~o le 

groupoide des p~riodes sph~riques d~riv~es de A. On consid~re la suite exacte de 

groupo'/des topologiques 

(3.5.2) 0 ~ )  , v * ~  q ~ 6 - - * 0  

oh G est le groupo'ide quotient v*.T/'P. On dira que G est le g roupo~de  s t ruc -  

t u r a l  de la vari~t~ de Poisson (M, A). En proc~dant comme dans la preuve de la 

proposition 3.5, on d~montre le th~or~me 1.1, ~ savoir que G est un groupdide de 

Lie si et seulement si le groupoide d~riv~ ~' est un sous-groupo'/de de Lie plong~ 

de ~,*~" ~tal~ sur M. 

3.6 GROUPO'IDE STRUCTURAL: STRUCTURE FEUILLETI~E. On supposera 

d~sormais clue G est un groupoide de Lie. Soient L la forme de Liouville sur le 

fibr~ conormal p: v*.T --~ M e t  S le feuilletage image r~ciproque de F par p. La 

1-forme feuillet~e • E gtl(S; v'S) d~finie par 

• (X) = i x d L  

sera appel~e la f o r m e  de  M a u r e r - C a r t a n  de v*~.  Son noyau est le sous-fibr~ 

horizontal de la connexion partieUe de Bott  d'apr~s (2.1.1). Cette forme feuillet~e 
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v4rifie les propri4t~s suivantes que l 'on d4duit ais6ment de l'~criture locale de la 

forme de Liouville L: 

(1) ~5(#*) = p*# pour tout champ invariant g gauche #* associ5 g une section 

p de l'alg4broide de Lie v*~.  

(2) • est i n v a r i a n t e  R gauche ,  i.e. pour toute 1-forme basique #, on a 

o5 L#  est la t r a n s l a t i o n  ~ g a u c h e  pour la structure de groupoide sur v*5C; 

(3) d s ~  = O. 

La forme de Maurer-Cartan v~rifie en fair la propri4t~ d'invariance suivante: pour 

toute section tt de v*5 c, on a 

(3.6.3) (Lp)*O - • = p*d.rp 

et donc 

(3.6.4) p*O = d.rp 

Puisque P e s t  horizontal pour la connexion partielle de Bott, tous les  objets 

pr6c6dents sont projetables par q: v*5 c --* ~ et d~finissent des objets analogues 

sur 9. On dira que le groupoide de Lie ab~lien ~ est )V-feuillet~. 

3.7 COMPLI~TION TRANSVERSE. On d~signe encore par S l e  feuilletage image 

r6ciproque de 5 c par la projection p: ~ -~ M. Si le groupoide structural 

est s~par6, on peut toujours construire un suppl~mentaire N S  de T S  i~ l 'aide 

d'une m~trique riemannienne. Si G n'est pas s@arg, il n'existe pas en g~n~ral de 

suppl6mentaire de T$.  Cela justifie la d~finition suivante: on dira que la varifit6 

de Poisson (M, A) est t r a n s v e r s a l e m e n t  c o m p l e t e  si le groupoide structural 

(resp. le groupoide d~riv6 P )  poss~de un suppl~mentaire N S  de T S  (resp. 

invariant par Faction de P).  

EXEMPLES 3.6: (1) Soit 2- le feuilletage de M = S 2 x R - {(N, 0)} d~fini par 

l '~quation dt = 0. En multipliant la forme volume canonique v0 de S 2 par une 

fonction positive convenable, on peut obtenir une forme volume des feuilles w 

dont la fonction d'aire JCs2 ~o E C ~ ( R  - {0}) tend vers +oe quand t tend vers 0. 

Soit a la forme feuillet~e repr~sent~e par w. Le groupoide d~riv~ de la structure 
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de Poisson A = (-T, a)  est engendr~ par la p~riode 

fs2do, lW=d(/s2w) E ~ 1 ( ~ - { 0 } )  

C'est un sous-groupoide de Lie ferm~ de v*-T. 

(2) Si l 'on remplace la 2-forme w de l 'exemple (1) par la 2-forme etvo, le 

groupoide d~riv~ n'est plus fermi, mais le suppl~mentaire de T S  engendr~ par le 

champ ~ + r~-; est invariant par Faction de 7). 

Ces deux vari~t~s de Poisson sont int~grables d'apr~s le th~or~me 1.3. On 

exhibe enfin un exemple de vari~t~ de Poisson qui n'est pas transversalement 

complete: 

(3) Soit M le compl~mentaire dans S 2 × S 2 × II~ de la r~union des deux ensembles 

S 2 × {N}×] - oc, 0] et {N} × S 2 × [0, +0o[. Le feuilletage en produit de spheres 

induit un feuilletage .T d~fini par une submersion f :  M --* ~. Soient Pl et P2 les 

projections de S 2 × S 2 sur chacun des facteurs. La forme feuillet~e symplectique 

a repr~sent~e par e - t  p~vo -t- e t p~vo dSfinit une structure de Poisson A sur 

M. Le groupo'ide d~riv~ 3O est engendr~ par la l-forme e-tdt au-dessus de M_ = 

f - l ( ] -cx~ ,  0 D et par la 1-forme metdt au-dessus de M+ = f - l ( ] 0 ,  +c~[). La forme 

conormale dt en tout point de la feuille f - l ( 0 )  est simultan~ement adhSrente 

aux nappes de p~riodes d~finies par e-tdt au-dessus de M_ et etdt au-dessus 

de M+. L'invariance d 'un suppl~mentaire N S  par l 'action de ces deux nappes 

entrainerait que le champ vertical ~ est normal en restriction ~ f - l ( 0 )  ce qui 

n 'est  ~videmment pas possible. 

3.8 GROUPO'IDE STRUCTURAL DE L'INTI~GRATION DE POISSON. Soient Ao = 

(-To, ao) une structure de Poisson sur une vari~t6 Mo et A = (-T, a)  la structure 

de Poisson relev~e sur M = III(-To). Le fibr6 conormal v*-T est le fibr~ vectoriel 

image r~ciproque du fibr~ conormal v*-To par ao et ~o. On se propose de montrer  

qu'il en est de m~me pour les groupoides structuraux ~ et Co de A e t  Ao. Pour 

cela, il suffit de d~montrer le lemme suivant: 

LEMME 3.7: Le groupoi'de d~riv~ 3 ° de A est l'image r~ciproque du groupoi'de 

d~riv~ 7)0 de Ao par  ao et ~o- 

DEmonstration: Si ~o est un repr~sentant de la classe dl[Ao], alors la classe 

dl[A] est repr~sent~e par ~ -- a ~ o  - fi~flo. Pour toute sphere s tangente £ la 

feuille de -T passant par u C Mo, la p~riode 
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(3.8.5) / i  ~t = (~ (/C~oOs fro/ -/3~ ( ~ 0  os ~to) 

D'autre part, toute sphere So tangente £ la feuille Lo de $-0 passant par u s e  

relive par/30 en une sphere s tangente au rev~tement universel ~01(u) de Lo. 

Leurs p~riodes sph~riques sont reliSes par 

D'apr~s (3.8.5) et (3.8.6), 7~o est la restriction de 7 ) ~ Mo. Par ailleurs, la con- 

nexion partielle de Bott trivialise 7 ~ en restriction aux fibres de (~o et de/30 car 

celles-ci sont simplement connexes. D'oh le r~suitat. | 

PROPOSITION 3.8: Le groupoide structural p: G --~ M de A est l'image rdcipro- 

que du groupoMe structural Po: Go -* Mo de Ao par ao et /30. En outre, s i $  et 

$o sont les feuilletages image rdciproque de ~ et ~o par p e t  Po, a/ors la forme 

de Maurer-Cartan • c i l l ( s ;  u'S) de G est l'image rdciproque de la forme de 

Maurer-Cartan Do E ~1($o; v'So) de Go par ao et /3o. 

4. I n t e g r a t i o n  s y m p l e c t i q u e  

Soit Ao = ($-o, ao) une structure de Poisson sur une vari~t~ Mo. Dans cette 

section, on va d~montrer le th~or~me 1.3. On rappelle son 5nonc& si 

(H1) tout cycle ~vanouissant de .7:o est trivial, 

(H2) le groupoi'de structural Go est un groupoi'de de Lie, 

(H3) la varidtd de Poisson ( Mo, Ao) est transversalement cornpl~te, 

alors (Mo, ho) est intdgrable. 

Soit A = (~-,a) la structure de Poisson relev~e sur M = Hl(~'o). Int~grer 

(Mo, Ao) va consister ~ completer l'int~gration de Poisson (M, A) en un dia- 

gramme 

i 7r 
(Go, 7/0) * (F, 7)) , (M, A) 

(Mo,Ao) 
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off (F, 7) est un groupo'ide symplectique, (Co, T0) est un sous-groupo'ide de Poisson 

p r ~ s y m p l e c t i q u e  (voir [7]) et i et ~r sont des morphismes de Poisson. 

De fa~on precise, on cherche & construire une e x t e n s i o n  F du groupo'ide 

d'homotopie M par le groupoide structural Co qui in t~gre  l'extension d'alg~- 

br6fdes de Lie (2.3.2). L'hypoth~se (/-/2) fournira donc le noyau de l'extension. 

On remarque que le groupoi'de structural G de (M, A) sera de mSme un groupoide 

de Lie ab~lien $--feuillet~ d'apr~s la proposition 3.8. La d6monstration se fera en 

trois 6tapes: 

(1) Intdgration cohomologique: on montrera que la classe dl[A] E H2(Sr,~'o; 

v*~-) s ' in t~gre  en une classe v E H2(M, M0; IP); celle-ci sera la classe d 'un 

cocyc le  sur  M & va leurs  dans  G qui est cohomologue & z~ro en restriction & 

M0. L'hypoth~se (H1) (i.e. la s~paration de M) interviendra dans cette ~tape. 

(2) Intdgration diffdrentiable: cette ~tape se d~composera en trois nivaux 

(i) on construira ~ l'aide du cocycle un fibr~ p r inc ipa l  ~r: F --+ M de  

groupo~de  s t r u c t u r a l  G qui sera trivial en restriction & M0; 

(ii) on construira une c o n n e x i o n  $--par t ie l le  O sur le G-fibr~ principal F; 

(iii) on montrera que la c o u r b u r e  £/ de @ repr~sente la classe d~[A] qui de- 

viendra ainsi une vraie classe de  C h e r n .  

(3) Intdgration symplectique: il y aura encore deux niveaux diff~rents 

(i) on construira une forme symplectique 7/telle que ~r: (F, 7?) --* (M, A) soit un 

morphisme de Poisson & fibres isotropes. L'hypoth~se (H3) n'interviendra que 

pour construire 7/dans le cas off l'espace total F n'est pas s~par~. 

(ii) on montrera que les projections a et/~ forment une pa i r e  dua le  c o m p l e t e  

(au sens de [27]) ce qui d~finira une structure de groupoide sympleetique sur F 

d'apr~s [4]. 

4.1 INTI~GRATION COHOMOLOGIQUE. Un cocyc le  sur  M h va leurs  dans  

G est un couple ({Ui}, {T~j}) formd d'un recouvrement ouvert L/ = {Ui} et de 

sections T~j: Ui M Uj ~ G telles que 

(i) vii = 0 sur Ui, 

(ii) Tij - -  Tik  Jc r j k  : 0 sur Ui M Uj M Uk. 

Un tel cocycle repr~sente une classe dans le groupe H1(/4; ~) de cohomologie de 

U & valeurs clans le faisceau g des germes de sections de G. Cette classe d~finit 

par passage & la limite une classe T dans le groupe/ : / I (M;  ~)  de la cohomologie 

de Cech de M & valeurs dans le faisceau G (voir [9]). De fa¢on g~n~rale, cette 
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cohomologie v6rifie les propri6t6s suivantes: 

(i) Si les cycles 6vanouissants de .To sont triviaux, la vari6t6 M est s6par6e et 

done la cohomologie de Cech/2/* (M; ~) est isomorphe/~ la cohomologie H* (M; ~)  

de M k valeurs dans le faisceau ~ (voir [9]). 

(ii) Pour toute paire (M, M0), on a une suite exacte longue 

• .. ~ Hq(M, Mo;~) ~ Hq(M;~) ~;, Hq(Mo;~O) ---~... 

et puisque les applications induites par ao et flo sont des sections de ~ ,  celle-ci 

se d6compose en suites exactes courtes: 

(4.1.1) 0 ---* Hq(M, Mo; ~)  --~ Hq(M; ~) ~ Hq(Mo; Go) ~ 0 

(iii) La suite exacte de groupoides de Lie (3.5.2) induit une suite exacte de 

faisceaux 0 --* P --* ~ * . f  q G --. 0. Celle-ci induit une suite exacte longue 

• " ---* Hq(M, Mo; 7 )) --* Hq(M; Mo; ~*ff)  --~ Hq(M, Mo; ~)  ---~ - - • 

dont le cobord 6: Hq(M, Mo; ~)  ~ Hq+I(M, Mo; 5 °) est un isomorphisme car le 

faisceau ~*~- des germes de 1-formes relatives est mou (voir [9]). 

(iv) Soient 5 1 le faisceau des germes de 1-formes basiques et Q le faisceau 

quotient 51/50. La suite exacte de faisceaux 0 --* 50 ~ ¢ 1 k > Q --. 0 induit 

une suite exacte longue 

(4.1.2) . . .  ~ Hq(M, Mo;50) J-~ Hq(M, Mo;¢ 1) k* Hq(M, Mo; Q) ---+... 

Soit F~ la fibre de la submersion ao: M --* Mo en un point u de Mo. Les 

inclusions des fibres F~ dans M induisent des morphismes de restriction qui 

rendent commutatif  le diagramme suivant: 

j* k* 
H2(M, Mo;P) ~ H2(M, Mo;¢ 1) , H2(M, Mo;Q) 

(4.1.3) ~ pp ~ p¢1 ~ pQ 

l_IH2(F,~;501G ) {j*} I_[H2(F~; , {k*} " 5 IFu) " I-[H2(F~; c2l G) 
(v) D'apr~s [24], on a un isomorphisme/*: Hq(.T, ~-o; u*$-) -~ Hq(M, Mo; ¢1). 

En restriction aux fibres Fu, cet isomorphisme induit des morphismes l* qui 

rendent commutatif  le diagramme suivant: 
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(4.1.4) 

l, 
H2(9 r,  -T'o; v*9 r) " H2(M, Mo; ¢1) 

{z*} 
~uCMo H=(F~,;u*$'IF~,) " H=CMo H2(F~;OIIF,,) 

On remarque que le groupe H2(F~; u*FIt ) est isomorphe au groupe de coho- 

mologie de De Rham H2(F,,; u~*.T0) ~ H2(F~; Nm). 

(vi) Le faisceau restreint P[F~ est le faiseeau constant dont la fibre est la fibre 

(5o0)~ --- Z ~ de 5Oo en u. Done le groupe H2(F~; 5OlF~) est isomorphe au groupe 

de eohomologie singuli~re H2(F~; (Po)~) -~ H2(F~; Z~). On a la factorisation 

suivante: 

j* 
H2(Fu;SO[F~,) , H2(Fu;¢I[F~) 

(4.1.5) h*~'~ / l* 

 '*-rLFu) 
L'hypoth~se d'int~grabilit~ cohomologique est une reformulation du crit~re 

d'int~grabilit6 de P. Dazord ([6]). Le th6or~me suivant va montrer que ce crit~re 

est effectivement v~rifi6 pour les vari6t~s de Poisson consid6r~es: 

THt~OREME 4.1: Une varidt6 de Poisson ( Mo, Ao) qui vdrifie les conditions ( H1) 
et (H2) est cohomo10giquement intdgrable,i.e, il existe u E H2(M, Mo; 5O) telle 
que j*u = dl[A]. 

Ddmonstration: Soient ~ un repr6sentant de la classe dl [A] et ~t~ sa restriction 

la fibre F~. On va montrer que la construction d'un ant6c~dent u de dl[A] se 

ram~ne ~ la construction de classes enti~res u~ C H 2 (F~;P[F~) qui "int~grent" les 

classes r6elles [gt~] E H2(F~; u*$" [F~)" D'apr~s l 'exactitude de la suite (4.1.2), 

la classe dl[A] se remonte en une classe u si et seulement si la classe projet6e 

k*(dl[A]) est nulle. Si l'on considbre le diagramme (4.1.3), on obtient: 

pQ(k*(dl[A])) = {k*}(p¢l (dl[A])) 

Or, d'apr~s le th~or~me 6.1 (que l'on prouvera dans §6), le morphisme de restric- 

tion 

PQ:H2(M'M°;Q) ~ H H2(F~;QIF~ ) 
uEMo 
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est injectif car les fibres F~ sont simplement connexes. I1 s'ensuit que k* (dl [A]) = 

0 si et seulement si la famille de restrictions 

p,~(dt[A]) = {/~[a~]} • 1-[ H2(F~;~IF~,) 
uCMo 

(voir le diagramme (4.1.4)) se projette par {k~} sur la classe nulle. Pour cela, il 

faut et il suffit que les classes r~elles [ ~ ]  poss~dent des antecedents entiers u~ 

car 
= = 

d'apr~s la factorisation (4.1.5). 

Enfin, les fibres F~ ~tant simplement connexes, l'int~gration de ~ sur les 

spheres tangentes aux fibres d~finit des classes 

,~, e Hom(~r2(F~),PIF~, ) = H~(F~;PI~) 
telles que h*(v~,) = [fl~]; d'ofl le th~or~me. I 

4.2 INTt~GRATION DIFFt~RENTIABLE: CONSTRUCTION DU FIBRI~ PRINCIPAL A, 

GROUPOIDE STRUCTURAL. La notion de fibr~ p r inc ipa l  h g roupo~de  s t ruc -  

r u r a l  est dfie ~ A. Haefliger ([10]). Soient ~/ ~ ~ 7-/o un groupoYde de Lie, F une 

vari~t~ munie d'une application diffSrentiable p: F -* ~/0 et 

r = { ( %  h )  • r × = p ( h ) }  

le produit fibr~ correspondant. Une a c t i o n  ~ d r o i t e  de  7-/ sur  F est une 

application diff~rentiable (% h) • F ×~0 7-/~-* 7.h • F v~rifiant des propri~t~s qui 

g~n~ralisent celles de Faction d'un groupe (voir [17]). On dira que l 'action est 

p r o p r e  si l 'application (% h) • F Z~o ~t H (% %h) • F z F est propre. De faqon 

concrete, une action libre et propre d~finit une structure de 7-/-fibr~ principal 

~: F -~ M = F/7~. 

On supposera d~sormais que 7-/est le groupo'ide structural 6 de (M, A) et l'on 

rappelle que celui-ci est un fibr~ en groupes ab~liens $'-feuillet~. 

Les notions d ' a t l as  f ibr~ et cocyc le  s'~tendent de fa~on naturelle au cas des 

fibres principaux ~t groupo~de structural. Ceux-ci sont classifies par la classe 

7 • Hi(M; ~) d'un cocycle (voir [10]). Un G-fibr~ principal au-dessus de M est 

trivial en restriction ~ M0 si et seulement si le cocycle induit est cohomologue 

zSro. Puisque la suite (4.1.1) est exacte, ce sera le cas si la classe ~- est relative. 
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PROPOSITION 4.2: L'intdgration cohomologiquev C H2(M, Mo;7 )) de (M0, A0) 

est reprdsentde par un cocycle qui ddfinit un 6-fibrd principal ~r: F ~ M. De plus, 

ce fibrd est trivial en restriction ~ Mo. 

Ddmonstration: La classe ~- = 5-1v E H I ( M ,  Mo; ~)  est repr~sent~e par un 

cocycle ({U~}, {vq}) sur M ~ valeurs dans 6. Soit F l e  quotient de la r6union 

disjointe ]_[6 [Ui par la relation d'~quivalence qui identifie g dans 6 [Uj avec 

g + "rq(p(9)) darts 6tU~. La projection p: I ]~ lUi~  M passe au quotient en une 

submersion surjective ~r: F -~ M. La projection ~: I I  6[ui~  F se restreint en un 

diff~omorphisme 6-Squivariant ¢~ qui rend commutat i f  le diagramme suivant: 

61ui ¢i . 71-- l(Ui) 

u~ 

Donc son inverse ~ est une carte de trivialit~ locale. L 'a t las  fibr6 {(Ui, ~i)} 

d~finit une structure de 6-fibr6 principal sur F. Puisque la classe T est relative, 

ce fibr~ est trivial en restriction ~ Mo et l 'on a l e  diagramme suivant: 

( 4 . 2 . 6 )  

i 
6 0  " F 

co 
Mo * M 

off la section nulle so de Po d6finit une section ~ de ~r au-dessus de Mo. | 

On remarquera que pour l'essentiel cette construction correspond ~ la cons- 

truction d'une r~a l i sa t ion  i s o t r o p e  de  L i b e r m a n n  par P. Dazord dans [6]. 

4.3 INTI~GRATION DIFFI~RENTIABLE: CONSTRUCTION D~UNE CONNEXION .T'- 

PARTIELLE. La projection q: u*9 r --* G est l 'application exponentielle de 

l'algdbro'ide de Lie v'A- sur 6. A toute section # de v*$', on associe le c h a m p  

f o n d a m e n t a l  #* ddfini par 

, d 
= , e r 

Soit S le feuilletage image r~ciproque de .~" par 7r. Une l - f o r m e  de  c o n n e x i o n  

~ ' - p a r t i e l l e  est une l-forme feuillet~e O E [21($; v ' S )  ~ valeurs dans l'alg6bro~de 

de Lie v*S qui v~rifie les deux conditions suivantes: 
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(I) O(p*) = 7r*p pour toute section p de l'alg~bro'/de de Lie v*5 r. 

(2) O est G-invariante, i.e. pour toute section feuillet6e ~ de ~, on a: 

= e 

off R~ est la t r a n s l a t i o n  h d r o i t e  correspondante pour Faction de G sur F. 

EXEMPLE 4.3: L'action (#1,#2) E u*3 r ×M u*~- H #1 + #2 C u*~- est libre et 

propre. Le fibr6 conormal u*.T est donc muni d'une structure naturelle de fibr6 

principal de groupoide structural u* 9 r.  La connexion partielle de Bott  s 'interpr~te 

(par l 'interm6diaire de la forme de Maurer-Cartan ~, voir §3.5) comrne une con- 

nexion partielle p l a t e  (voir §4.4). 

La donn6e de la connexion partielle plate • sur ~ est essentielle pour l'existence 

de connexions partielles sur F: elle jouera le m~me r61e que la connexion cano- 

nique des trivialisations locales d 'un fib% principal classique. 

PROPOSITION 4.4: Le ~-fibr6 principM zr: F ~ M possbde une 1-forme de con- 

nexion .T-partielle relative 0 E ~~I(s,-~-0; p'S). 

Ddmonstration: Soit {(U~, ~ ) }  un atlas fibr~ dont le recouvrement sous-jacent 

est localement fini. Soit {Pi} une parti t ion de l'unit6 subordonn6e. La 1-forme 

feuillet~e Oi = ~*(b C ~I(SIUi;~*S[ui) est une 1-forme de connexion partielle 

sur l 'ouvert 7r-X(ui). Alors on v~rifie ais~ment que 

o = a (s; 

est une 1-forme de connexion partielle sur F. 

I1 reste k montrer  que la 1-forme feuillet~e (9 est relative, c'est-~-dire que 

e*(9 = 0 off e = ioso, voir le diagramme (4.2.6). Or la 1-forme de connexion 

partielle induite i*(9 est la 1-forme de Maurer-Cartan (I)0 de ~o et celle-ci est nulle 

en restriction ~ M0 d'apr~s (3.6.4). I1 s'ensuit que e*(9 = s~(i*O) = s ~ o  = O. 
| 

En restriction k chaque ouvert Ui, la difference (9 - (9i des connexions partielles 

(9 et (9i = ~*(I) se projet te  en une 1-forme feuillet~e relative 0i. Le r6sultat suivant 

caract~rise le recollement de connexions partielles locales: 

PROPOSITION 4.5: Soit Tij le cocycle qui ddfinit le G-fibrd principal F. Les 

t-formes feuilletdes relatives Oi vdrifient O j -  O~ = dj:Tij = w~.~. Rdciproquement, 

route famille de 1-formes feuilletdes relatives Oi vdrifiant cette propridtd d~termine 

une 1-forme de connexion partielle 0 ~ ~1(S, ~-0; ~*S) 
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Ddmonstration: Pour toute intersection Ui ~ Uj, la difference Oj - Oi se relive 

en une 1-forme feuillet~e sur ~r-~(Ui ~ Uj) donn~e par 

~r*(O~ - 0~)  = O~ - 13~ = 

= - 

= ~ ( ( L r ~ j ) * O -  ¢)  
= 

= ~ * ( d z r ~ )  

d'apr~s l'identit~ (3.6.3). Donc Oj - O~ = d~r~j = r~j¢b d'aprbs la propri6t~ 

universelle (3.6.4) de ~. R~ciproquement, si les 1-formes feuillet6es Oi v~rifient 

cette condition, les 1-formes de connexion partielle 0i  + 7r*Oi sur Ir-~(U~) se 

recollent en une 1-forme de connexion partielle 13 sur F. | 

4.4 INTI~GRATION DIFFI~RENTIABLE: CONSTRUCTION DE LA COURBURE ET 

DE LA CLASSE DE CHERN. On ddfinit la 2 - f o r m e  de  c o u r b u r e  par dj:O E 

ft2(S, ~-o; v ' S ) .  Comme dans le cas classique, la courbure se projet te  en une 

2-forme feuilletde fermde f~ E ~22(~ ", -f0; v*gC). 

TH~OR/~ME 4.6: Le morphisme j*: H2(M,  Mo; P )  --* H2(5 c, 5c0; v*~)  envoie la 

classe v d 'un cocycle sur la classe [~] de la courbure d 'une connexion partielle. 

D6monstration: Soit ({U~}, {rij}) un cocycle qui repr~sente la classe r = 6 -1v  

tel que le recouvrement sous-jacent soit localement fini. Soit {Pi} une parti t ion de 

l'unit~ subordonn~e. On se propose de construire un repr~sentant de la classe 3*v 

en proc6dant comme dans le cas de SLfibr~s principaux (cf. [3]). Pour cela, on 

d~finit des 1-formes feuillet6es relatives Oi = - ~ pj dj:rij qui v~rifient 0j - Oi -- 

d~:rij. Puisque ces diff6rences sont d~--ferm~es, les 2-formes feuillet6es relatives 

locales d~Oi se recollent en une 2-forme feuillet6e relative globale ~ qui repr6sente 

la classe j *v  (cf. [3]). Or la courbure de la connexion partielle O construite dans 

la proposition 4.5 est donn~e par d s O  = d s ( O i  + ~r*O~) = 7r*d~O~ = 7r*~t. Bref, 

j * v  = [~2] est la classe de la courbure ft de la connexion partielle O. | 

La classe [ft] E H2(Jc,$-0;v*gr) sera appelde la c lasse  de  C h e r n  rdel le  du 

G-fibrd principal ~r: F --* M. Le thdorbme 4.6 justifie la terminologie suivante: on 

dira que v -- 5~- E H2(M,  Mo; P )  est la c lasse  de  C h e r n  en t i~ re  (cf. [5], [6]). 

COROLLAIRE 4.7: La classe ddrivde dl[A] est la classe de Chern rdelle de F. 
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4.5 INTI~GRATION SYMPLECTIQUE: CONSTRUCTION DE LA STRUCTURE SYM- 

PLECTIQUE. Soit a E ~22(~,.T0) la forme feuillet~e symplectique de la struc- 

ture de Poisson relev6e A sur M. Dans cette 6tape, on cherche h construire un 

repr6sentant symplectique r /de la forme feuillet~e relev~e ~r*a C ft2(S,.To). 

On fixe tout d 'abord un couple de d~compositions adapt~es de TMo et T M .  Si 

les groupoides s tructuraux C0 et G sont s~par~s, il existe des dScompositions de 

T~o et T~  adaptdes ~ celles de TMo et T M .  Sice n'est pas le cas, il faut utiliser 

l 'hypoth~se (Ha) pour obtenir de telles d~compositions. Celles-ci d~finissent des 

d~compositions adapt6es de TF en restriction aux ouverts de M qui trivialisent 

7r. Par  un argument de parti t ion de l'unit~, on obtient une d~composition de 

TF adaptSe au couple de d@art .  La projection ~r induit alors un morphisme de 

complexes qui rend commutat i f  le diagramme suivant: 

7i"* 
a~(.T, J:o; .* : r )  . a~(s ,  .To; .*.T) 

71"* 
at 'q(M,  Mo) " ftl 'q(F, M0) 

Soit w le repr~sentant pur de a. La 2-forme feuillet6e ~2 C ft2(S,.To; u 'S )  

d6termin~e par la 3-forme pure dl,oW est la courbure d'une connexion partielle (9 

sur F. Le repr~sentant pur 0 C fP ' I (F ,  Mo) de O v~rifie done do,lO = 7r*dl,oa~. 

La 2-forme relative ~ = rr*w - 0 repr~sente 7r*a. Les eomposantes pures de 

d~ de type (0, 3) et (1, 2) sont nulles. La composante pure de type (2, 1) est 

do,l-ferm~e et done repr~sente une classe darts le terme E12'I(s,.T0) de la suite 

spectrale de Leray-Serre de la paire (F, M0). 

LEMME 4.8: Les fibres de a: F ~ JI~ ao Mo sont simplement connexes. 

Ddmonstration: Pour tout point u C Mo, le _6-fibr~ principal 7r: F -~ M induit 

un fibr~ principal 7r: a - l ( u )  ~ a o l ( u )  dont le groupe structural 6u est la fibre 

de ~ en u. La connexion O induit une connexion usuelle sur ce fibr6 principal 

dont la courbure est la restriction de f~ ~ aot(U).  On consid~re la suite exacte 

d 'homotopie 

. . .  --~ 7r2(Ctol(U)) 0,> 71.1(~u) = ~ u  ~ 71 l (oz - l (u ) )  > 71l(O~ol(u)) =- 0 

Le bord O, envoie la classe d 'homotopie d 'une sphere s tangente h a o l ( u )  sur la 

p~riode f~ f~ d'apr~s [14]. I1 est done surjectif; d 'o5 le lemme. | 
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Le lemme 4.8 implique que le terme E~A(,S, 9%) = 0 d'apr~s [7]. I1 existe donc 

une do,l-primitive ~ E ~2'°(F, Mo) de la partie pure de type (2, 1) de d~. 

PROPOSITION 4.9: La 2-forme relative 

r /=  7r ' a ; -  O -  ( 

est un reprdsentant symplectique de 7r*a et donc 7r: (F, r/) --* (M, A) est un 

morphisme de Poisson ~ fibres isotropes. 

Ddmonstration: La 3-forme relative dr /=  d2,-10 - dl,o( est pure de type (3, 0) 

et do,l-ferrn~e, c'est-~-dire que dr/est  une forme basique qui s'annule sur Mo. 

Donc 77 est un repr~sentant ferm~ de 7r*a. I1 reste/~ prouver que r /est  £ noyau 

nul. Soit X un vecteur tangent/~ F e n  7 tel que 

(4.5.7) ixr/  = ixTr*w - ixO - i x (  = 0 

Pour tout vecteur vertical Y, on obtient ® ( Y ) ( X )  = - i x O ( Y )  = ixr / (Y)  = O. 

Le vecteur X est donc tangent ~ 8 et l'identit~ (4.5.7) se r~duit aux identit~s 

ix~r*w = 0 et i x O  = 0. Or, la premiere identit~ implique que X est vertical et 

donc X = 0 d'apr~s la deuxi~me identit& | 

4.6 INTI~GRATION SYMPLECTIQUE: CONSTRUCTION DE LA STRUCTURE DE 

GROUPOIDE SYMPLECTIQUE. O n  se propose de finir la d6monstration du 

th6or6me 1.3. D'apr~s la proposition 4.9, les projections a: (F, r/) --+ (M0, Ao) et 

/3: (F, r/) --* (Mo, -Ao)  forment une pa i re  dua l e  s t r i c t e  ([27]). I1 ne reste donc 

plus qu'a v6rifier la proposition suivante: 

PROPOSITION 4.10: La paire duale stricte (a,/3) est complete. 

DEmonstration: I1 suffit de montrer que 7r: (F, r/) --~ (M, A) est un morphisme 

de Poisson complet car la projection ao: (M, A) --+ (Mo, Ao) est complete. On 

rappelle que 7r est c o m p l e t  au sens de [8] si pour toute 1-forme g sur M 

support compact, le champ Y d~fini par i y r / =  -Tr*# est complet. Puisque ~r est 

un morphisme de Poisson, le champ Y se projette sur le champ complet X d~fini 

par i x w  = -#o,1 off Po,1 est la partie pure de type (0, 1) de g. D'autre part, on 

a: 

O(Y)  = iyO = - i y r /  + iyzr*w = 7r*# - 7r*#o,1 = 7r*#i,o 
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Le champ Y est donc un champ invariant par Faction de G qui se projet te  sur le 

champ complet X.  On en d6duit que Y est un champ complet. | 

D'aprbs la caract~risation des groupo~des symplectiques ([4]), toute paire duale 

complbte est un groupo'ide symplectique et donc (F, ~) r6alise l 'int~gration sym- 

plectique universelle de (M0, A0) ce qui ach~ve la preuve du th~or~me 1.3. 

5. Obstruction h l'int~grabilit~ 

Soit (F, ~) l 'int~gration symplectique universelle d'une structure de Poisson A0 = 

(5Co, a0) sur une vari~t~ M0. Le but de cette section est de prouver le th6or~me 1.5, 

c'est-/~-dire de montrer  que les conditions de r6gularit6 repertori6es au th6or~me 

1.1 sont bien n6cessaires pour pouvoir int6grer la structure de Poisson A0. Ce 

faisant, on reactualise dans notre contexte les travaux de P. Dazord en leur don- 

nant leur sens v6ritable qui est de repr6senter dl[A] comme une classe de Chern 

ainsi qu'elle a ~t6 introduite et d6crite au §4.4. La d6marche consistera ~ retrou- 

ver en ordre invers6 les diff6rentes 6tapes d6taill6es h la section 4. 

On supposera pour simplifier que IIl(sC0) est s6par6 m~me si le th6or6me 1.5 

reste valable dans le cas g6n6ral des vari6t6s de Poisson r6guli6res. 

5.1 EXTENSIONS DE GROUPO'IDES DE LIE. Le sous -g roupoYde  d ' i s o t r o p i e  

I s F  = {2/C F: a(~/) = 3(7)} de F est plong~, ferm~ et distingu~ dans F. I1 n 'est  

pas en g~n~ral/~ fibres connexes, mais ce sera le cas pour la composante connexe 

N'o de Mo dans I s F .  L'action naturelle ~t droite de A/0 sur F est donc libre et 

propre. D'apr~s le critbre de Godement ([22]), le quotient M = F/N0 est muni 

d'une structure de vari~t6 pour laquelle ~r: F --~ M est un f ibr6 p r i n c i p a l  de  

g roupo~de  s t r u c t u r a l  No. 

La vari6t~ quotient M hdrite de F une structure de groupoide de Lie ~ fi- 

bres simplement connexes qui s'~tale sur HI(5C0). D'apr~s [19], ils sont en fait 

isomorphes. Bref, on a une e x t e n s i o n  de  groupo~'des  de  Lie  

(5.1.1) 

i 7r 
At0 , r , oLI 

M0 

M = r h  (70) 

On s'int~resse/~ l 'extension infinit~simale associ~e. On rappelle que: 



152 F. A L C A L D E  CUESTA ET G. H E C T O R  Isr. J. Math .  

(i) la projection ao induit un isomorphisme a0,: f-'M ~ ~( -J :0)  Ofl ~ M  est 

l'alg~bre de Lie des champs invariants k gauche sur M (voir [11]); 

(ii) l'alg~bre de Lie £ r  des champs invariants £ gauche sur F est l'image du 

morphisme injectif d'alg~bres de Lie 

O~ # ---- 1/#oO~*: ~ I ( M 0 )  ~ 3C(I ~) 

qui, ~ toute 1-forme it, associe le champ Y = a#i t  d~fini par iv~ = - a ' i t  (voir 

[4]). 

Alors puisque la projection a est un morphisme de Poisson, on obtient un 

isomorphisme de suites exactes d'alg~bres de Lie 

71", 
O * E N" o * £ r  " £ M  * 0 

(5.1.2) l a #  I ~ ao. 
A # 

0 , ~I(Mo,.T'o) , ~I(Mo) , :~(.To) , 0 
off zr, est le morphisme d'alg~bres de Lie induit par 7r. 

Bref, l'extension d'alg~brdides de Lie (2.3.2) est l'extension infinit~simale as- 

soci~e £ l'extension de groupoides de Lie (5.1.1). En particulier, on a l e  r~sultat 

suivant: 

PROPOSITION 5.1: Le ~br~ conormal v*Y:o est l'alg~broYde de Lie de .No. 

5.2 ACTION STRUCTURALE, ISOTROPIE ET GROUPOIDE STRUCTURAL. 

D'apr~s la proposition 5.1 et le diagramme (5.1.2), a#: ~1(Mo,~-o) -~ /:rest 

Faction infinit6simale associ6e ~ l'action de JY'o sur F. Puisque le morphisme de 

Poisson a est complet (voir [4]), les champs verticaux a# i t  sont complets. Si l'on 

note ~ # "  leurs riots, l'action infinit6simale s'int~gre en une action k droite du 

groupo'/de v*~0 sur F 

(5.2.3) F ×Mo u*~'o ~ F 

qui rel~ve Faction structurale de Afo sur F (cf. [5]). Son isotropie Zo est en- 

gendr~e par les l-formes relatives it pour lesquelles ~o~ #~ est l'identit~. Par 

construction, A/'0 est le groupo~de quotient v*Jzo/Zo . 

On montre a~s~ment que Faction (5.2.3) est propre et donc que celle de No est 

fibre et propre. Bref, on retrouve la structure de .h/'o-fibr~ principal sur F comme 

une consequence de la compl~tion de a. 
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5 ,3  CONSTRUCTION DU FIBRt~ PRINCIPAL ,~ GROUPOIDE STRUCTURAL. Soit  

A = ( f ,  c)  la structure de Poisson relev~e de Ao sur le groupo~de d'homotopie 

M = IIl(~C0). D'apr~s [6], la projection 7r: (F, rl) --* (M, A) est une r~a l i sa t ion  

i s o t r o p e  de  L i b e r m a n n ,  i.e. un morphisme de Poisson complet/~ fibres con- 

nexes s6par6es et isotropes. La compl6tion de zr entrMne que tout champ vertical 

Y = zr## d6fini par iy~ = -Tr*# est complet et son flot est not6 pt ~. 

L'action de v*5 ~ sur F d6finie par 

(5.3.4) F ×M v*.T ~ F 

est le rel~vement par ao de l'action h droite (5.2.3) de v*.T0 sur F. Son isotropie 

Zes t  l'image r~ciproque par ao et 3o de l'isotropie Zo de l'action bilat~re de v*~o 

sur F. Les projections ao et 3o d~finissent alors un m~me groupo'/de de Lie image 

r~ciproque A/" = v*.T/Z. 

L'action de 24" sur F est libre et propre et donc F est muni d'une structure 

de Af-fibr~ principal au-dessus de M. Celle-ci est essentiellement identique £ la 

structure de Afo-fibr~ principal d~crite au §5.2: le groupo~de A/" est le module local 

commun. 

5.4 CONSTRUCTION DE LA CONNEXION .~-PARTIELLE CANONIQUE. Soit 

Y = zr## le champ vertical complet d~fini par une 1-forme relative # sur M. La 

courbe int6grale de Y passant par 7 E F s'~crit 

I1 s'ensuit que Y est le champ fondamental de Faction de A/" sur F associ~ ~ la 

section # de l'alg~bro'ide de Lie v*~'. 

Soit S le feuilletage image r~ciproque de • par ~. A toute d~composition de 

TMo, on associe la 1-forme feuillet~e O E ~tl(S; v 'S)  donn~e par 

O(Tr#tt) = ~*ttl,O 

off pl,O est la partie pure de type (1, O) de la 1-forme tt pour la d6composition de 

T M  adapt~e ~ celle de TMo. 

PROPOSITION 5.2: La 1-forme feuillet6e O est une l-forme de connexion ~'-par- 

tielle relative sur F que l'on appelera canon iqu e .  
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DEmonstration: Pour toute 1-forme relative # sur M, la 1-forme O v6rifie la 

relation O(Tr##) = 7r*#. L'invariance de (9 est obtenue en remarquant que l'on a 

(5.4.5) ( ~ ) * O  - O = ~r*d~# 

Si l'on pose Y -- 7r#tt, alors la 1-forme feuillet~e i y d s O  est nulle. En effet, pour 

toute 1-forme #1 sur M, on a: 

dsO(V, Vl) -- iyd$(~(Vl) - i y l d s O ( V )  - O([Y, I"1]) = zc*(ixldp + {P, #t}) = 0 

off le champ YI = 7r#pl se projette sur le champ X1 = A##I.  I1 s'ensuit que 

et donc 

LyO = ivdsO + ds ivO = ds( ivO ) = ds(Tr* p) = ~r*dJ:tt 
I 

d /~ . 
-~(~t ) 0 = ( ~ ) * L y O  = r*dTp 

L'identit6 (5.4.5) s'en d6duit par int6gration. Enfin, puisque l'involution ~ est un 

isomorphisme antisymplectique, on a L*O = - 0  et donc la 1-forme de connexion 

partielle est relative, c'est-~t-dire O E Y/2(,S, ~'0; u'S) .  | 

PROPOSITION 5.3: La classe de Chern rdelle du A/'-fibrd principal F est dgale A 

la classe dErivde dl [A]. 

DEmonstration: Pour tout couple #1,/z2 E f~°'l(M), on a: 

df(9(Y1, Y2) = - O ( [ Y 1 ,  Y2]) -- -Tr* {#1, #2}1,o 

off Yi est le champ horizontal ~r##i. La courbure de (9 est donc donn~e par 

~'~(Xl, X2)  = -{/~1,  ~2}1,0 = ix= ix ,  dl,ow 

off Xi = A#/~i et wes t  le repr6sentant put  de type (0, 2) de a. | 

5.5 OBSTRUCTION A L'INTI~GRABILITI~. D'aprbs la proposition 5.3, les p6rio- 

des sph~riques d6riv6es de A sont les p6riodes sph6riques de la courbure f~ de la 

connexion partielle canonique O. Comme dans le cas des Sl-fibr6s principaux 

(voir [14]), on en d6duira la proposition suivante: 

PROPOSITION 5.4: L'isotropie :To de l'action de u*.T o sur F est dgale au 

groupoi'de ddrivd 7~o. 
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Ddmonstration: Pour tout u E M0, le Af-fibr~ principal 7r: F --* M induit un 

fibr~ principal ~: c~-l(u) ~ (~ol(u) dont le groupe structural X~ est la fibre de 

24" en u. Toute sphere s tangente £ aol(U) se relive en un disque D tangent 

c~-l(u). Son bord est la courbe intSgrale C passant par u d 'un champ 7r## 

associ5 ~ un ~l~ment p de l'isotropie Z. R~ciproquement, puisque la fibre a-l(u) 
est simplement connexe, une telle courbe est toujours le bord d'un disque qui se 

projette par ~ sur une sphere tangente £ aol(U). Alors on a 

Bref, l'isotropie Zes t  dgale au groupo'/de ddrivd P au-dessus de l'espace des unit~s 

M0. I1 s'ensuit que :To = 7)o d'apr~s le lemme 3.7. | 

D'aprbs la proposition 5.4, on obtient le thSorbme suivant dont le th6orbme 1.5 

est une consequence immfidiate: 

THI~OREME 5.5: Le groupoi'de de Lie Afo est dgal au groupoi'de structural ~o de 
la varidtd de Poisson ( Mo, A0). 

6. Cohomologie  des submersions 

L'objet de cette section est de ddmontrer le rdsultat de cohomologie utilis6 dans 

l'intdgration cohomologique (voir le thdor~me 4.1). 

6.1 COHOMOLOGIE RELATIVE DES SUBMERSIONS. Soient M une varietY, B 

une sous-vari~t~ de M e t  ~r: M -~ B une submersion surjective. Soient Q0 un 

faisceau de base B et Q le faisceau image r~ciproque 7r* Qo- 

Le faisceau de Leray 7-ta(Tr) est engendr6 par le pr~faisceau qui, ~ tout ouvert 

V de B, associe le groupe Hq(zc-l(v), V; Q); la fibre de best  la limite inductive 

~[q(Tr ) (b )  : lim Hq(Tr-'(V), V; Q) 
bCV 

Les morphismes induits par les inclusions de Fb dans 7r-l(V) ddfinissent par 

passage ~ la limite un morphisme Pb: 7-/q(Tr)(b) ~ Hq(Fb, b; Q) qui n'est en gdndral 

ni injectif, ni surjectif. En fait, Pb est un isomorphisme si {Tr -1 (V)} est un syst~me 

fondamental de voisinages de Fb; c'est le cas si Fb est compacte (voir [9]). On 

consid~re la su i t e  s p e c t r a l e  de  L e r a y - S e r r e  de  c o h o m o l o g i e  r e l a t i v e  de  la 
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paire (M,/3) (voir [9]) 

E~'q(Tr) : HP( B; 7-Lq(Tr) ) ~ HP+q( M, B; Q) 

Le terme E°'q(Tr) s'identifie aux sections F(7-tq(Tr)) de 7~q(:r). En degr6 q _> 1, les 

morphismes Pb d~finissent donc un morphisme P2: E°'q(7r) -+ [Ib6B Hq(Fb; Q)" Si 

les fibres Fb sont compactes, alors P2 est injectif. Par construction, le diagramme 

suivant est commutatif: 

Hq(M,/3; Q) P " I~bcBHq(Fb; Q) 

(6.1.1) ~ J 

0 * E~q(T f )  " E°'q(Tr) 

off le morphisme pest  induit par les inclusions des fibres Fb dans M. Si celles-ci 

sont compactes, alors les morphismes P2 et p~ sont injectifs. 

THI~OR~ME 6.1: Si les tlbres Fb sont connexes et Ha ( Fb; Z) = 0, alors 

(i) Uq(M, B; Q) = 0 pour q = O, 1; 

(ii) H2(M,/3; (2) = E~2(~r) et le morphisme 

p: US(M, B; Q) II Q) 
bGB 

est injecti£ 

En degr6 0, on consid~re le morphisme lr*: H°(B; Qo) ) H°(B; Q). Puisque 

les fibres de lr sont connexes et celles du faisceau Qo sont discr&tes, toute section 

de Q est constante en restriction k chaque fibre. Donc le morphisme 7r* qui est 

6videmment injectif est aussi surjectif. En degr6 1 et 2, on proc6dera en quatre 

~tapes. L'~tude d'une famille de voisinages propres de B dans la l~re 6tape 

permettra de construire dans la 2~me 6tape un recouvrement {W,~} a n n i h i l a n t  

H 1 (M, B; Q). Dans la 3~me ~tape, on v~rifiera l 'annulation de certaines termes 

de la suite spectrale de Cech de {Wn}. La preuve du th~or~me combinera ce 

r6sultat avec la comparaison des suites spectrales de Leray-Serre des restrictions 

71" n ~--- 7 r l w  ~ . 

6.2 TUBES DE /3. On fixe une m~trique riemannienne sur M dont la 

m~trique induite sur chaque fibre Fb est complete. A toute fonction continue 

strictement positive r: B -~ R, on associe la r~union W(r) des boules g~od~siques 
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ferin6es dans Fb de centre be t  de rayon r(b). Le voisinage W(r)  de B sera appel~ 

le t u b e  de  B d e  r a y o n  r. On montre  tout  d ' abord  deux propri~t~s des tubes:  

LEMME 6.2: Pour tout tube W = W(r ) ,  la projection ~r[w : W ~ B e s t  propre. 

DEmonstration: Pour  tout  point b C B, soit Ub un voisinage compact  de la boule 

g~od~sique Wb dans lib. La fonction rayon r 5tant continue, il existe un voisinage 

ouvert  relativement compact  Vb de bet  un voisinage produit  VD × Ub de Ub (off l 'on 

note 

I75 l 'adh~rence de Vb) dont l ' intersection avec W e s t  un compact  satur~ pour  7r]w. 

Pour  tout  compact  K C B, on extrait  un sous-recouvrement fini {V~ N K } n l  du 

recouvrement  {175 N K}.  Alors 

n 

= U(( n K) x u,) n w 
i = 1  

est compact .  I 

LEMME 6.3: Pour tout yoisinage U de B tel que la projection lr I u: U --~ B est 

propre, il existe un tube W tel que U C W.  

DEmonstration: Puisque 7r Iu est propre, toute  fibre Ub est compacte  et donc 
O 

il existe une boule gSod~sique Wb dont l 'int~rieur Wb D Ub. Du recouvrement  
O O 

ouvert  {Vbx Wb}, on extrait  un sous-recouvrement localement fini {Vi× W~}. 

Soit ri le rayon de la boule Wi. La fonction s : B --* R d~finie par  s(b) = 

sup { ri : b E Wi } est une fonction enescal ier .  S i r .  B ~ • e s t  une fonction 

continue telle que r(b) >>_ s(b) pour tout  b E B, alors U C W = W(r) .  | 

Enfin, on s'int~resse aux propri~t~s de la suite spectrale de 7r[w: 

LEMME 6.4: Si W e s t  un tube de B; alors on a 

(i) H°(W, B; Q) = O; 
= E°,l/Tr' ~. (ii) H i ( W ,  B; Q) 2 k IW), 

(iii) les morphismes 

P: W,B; Q) I'[ H'( wb; Q) 
bEB 

et 

sont injectifs. 

p ~ :  E~2(Ir lw) ----+ ]--[ H2(W8; Q) 
bEB 
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Ddmonstration: Les fibres Wb ~tant connexes, le faisceau de Leray "H°(Tr[w) = 0. 

Par consequent, on a: 

(i) H°(W, B; Q) = 0; 

(ii) HI(W,B; Q) = E°'l(Tr[w). 

(iii) Puisque 7r[w est propre, le morphisme p2: E°'q(Tr[w) --* 1-IbeB Hq(Wb; Q) 

est injectif en degr6 1 et 2. Donc les morphismes p: Hi(w,  B; Q) --* I-[beB HI(Wb; 

Q) et po~: E~2(Trlw) ' I-[beB H2(Wb; Q) sont aussi injectifs. 1 

6.3 RECOUVREMENT D~ANNIHILATION. On se propose de construire un re- 

c o u v r e m e n t  ann ih i l an t  Hi(M, B; Q), i.e. un recouvrement ferm~ croissant 

{Wn} de M tel que pour tout n, 

(i) Wn est un tube et l'application 7r~: Wn --~ B e s t  propre ~ fibres connexes; 

(ii) le morphisme de restriction HI(Wn+I, B; Q) --* HI(Wn, B; Q) est nul; 

(iii) le morphisme de faisceaux ~1(7r~+1) ~ 7-/1(7r,~) est nul. 

Pour cela, on montre tout d'abord la condition d'annihilation suivante: 

LEMME 6.5: Soient W C W deux tubes de B. Si pour point tout b E Be le 

morphisme de restriction rb: H x (Wb; Q) ~ H 1 (Wb; Q) est nul, alors le morphisme 

de restriction 

r: HI (W,B;  Q) ~ HI(W,B; Q) 

et le morphisme de faisceaux 

r: nl(Tr]~) --+ ~-~l(Tr[w) 

sont nuls. 

D~monstration: On consid~re le diagramme commutatif suivant: 

g l ( ~ ,  B; Q ) r • HI (W,B;Q ) 

I-[bEB H I ( w b ;  Q) {rb} , I-IbEB Hl(Wb; ~) 

D'apr~s le lemme 6.4, le morphisme pest  injectif. On en d~duit que le morphisme 

r est nul car {rb} est nul. Par ailleurs, pour tout b E B, on a un diagramme 

lpb 
Hl( b; Q) rb . HI(Wb; Q) 
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Oh Pb est un isomorphisme. Par consequent, le morphisme de faisceux r est nul 

fibre ~ fibre et donc il est nul. | 

PROPOSITION 6.6: Si Hl( Fb; •) = O, alors pour tout tube W de B, il existe un 
h 

tube W D W de B tel que le morphisme de restriction 

r: H i ( w ,  B; Q) ---+ Hi(w,  B; ~) 

et le morphisme de faisceaux 

, :  -~  7-/Z(Trlw) 

sont nuls. 

Ddmonstration: Pour tout point b E B, soit Ub un voisinage compact de la boule 

gSod~sique Wb dans la fibre Fb. Puisque HI(Fb; Z) = 0, il existe un voisinage 

compact Ub de Ub tel que le morphisme de restriction r: HI(Ub; Z) --* HI(Ub; Z) 

est nul. La continuit~ du rayon entralne l'existence d'un voisinage ouvert rela- 

tivement compact Vb de bet  d 'un voisinage compact Vb x Ub de Ub tel que (Vb x 
O 

Ub) R W e s t  un compact satu% pour ~rlw. Soit {Vix Ui} un sous-recouvrement 
O 

localement fini du recouvrement ouvert {VbX Ub} de W. Si l'on pose 

alors la projection 7r [~ : U --* B est propre. En outre, tout morphisme de 

restriction HI(Ub; Q) --+ HI(Wb; Q) est nul, car il se factorise ~ travers HI(Ub; Q). 

D'apr~s le lemme 6.3, il existe un tube W D U. l~videmment les morphismes de 

restriction rb: HI(Wb; Q) --* Hl(Wb; Q) sont encore nuls, c'est-~-dire W v6rifie 

la condition du lemme 6.5. D'ofi la proposition. | 

THI~ORI~,ME 6.7: Si HI(Fb; Z) = 0, a/ors il existe un recouvrement W = {Wn} 

annihilant H 1 (M, B; Q). 

Ddmonstration: On ddfinit W0 = B, puis on procbde par rdcurrence. On suppose 

construit un tube Wn contenant le tube W(n) de rayon n. Soit U le voisinage 

propre Wn U W(n + 1) de B. D'aprbs le lemme 6.3, il existe un tube W D U. 

On ddfinit W~+I comme le tube W associd au tube W d'aprbs la proposition 6.6. 

I 
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6.4 SUITE SPECTRALE DE CECH DE ~V. Soit 7-/q le syst6me de coeffi- 

cients sur le nerf du  recouvrement  W = {Wn} qui, £ tou t  p-simplexe singulier 

no < ""  <np, associe le groupe 

Hq(W~o .... ~,B; Q) = Hq(W~o, B; Q) 

oh W ,  o .... ~ = Who Q . . .  A W ~ .  Soit EP'q(W) ==~ HP+q(M,B; Q) la s u i t e  

s p e c t r a l e  d e  (~ech a t t a c h 6 e  a u  r e c o u v r e m e n t  W ([9]) qui v6rifie: 

EP'q(W) = CP(]/~,~~q) = YIno<. . .<n.  Hq(Wno .... , ,B;  Q) 

E~'q(W) = HP(W, ~ q) 

THI~OREME 6.8: Soit W un recouvrement annihilant Hi(M,  B; Q). Alors on a: 

EP'°(W) = 0 pour tout p 

= o 

D'apr6s le lemme 6.4, H°(Wn, B; Q) = 0 pour tout  n e t  donc 

unto • HI(W~m,B; Q) = HI(W~,B;  Q) 

La 1-cochaine u est un 1-cocycle si pour  tou t  triplet n < m < p, la classe 

Vnm -- Vnp -']- 12mp --~ 0 

en restriction ~ W~mv = W~. Puisque W e s t  un recouvrement  d 'annihi lat ion,  la 

classe umv • HI(WIn,  B; Q) est nulle en restriction ~ Wn. Bref, u est un 1-cocycle 

si pour  tou t  triplet n < m < p, on a: 

en restriction ~ Wn. 

classe 

Vnm = Vnp 

Soit # • C ° ( W ,  7/1) la 0-cochalne qui, ~ tout  n, associe la 

#n = -Unm • HI(Wn,B;  Q) 

Ddmonstration: 

7-I 0 = 0. I1 s 'ensuit  que EP '° (W)  = 0 pour  tout  p. D 'au t re  part ,  il faut montrer  

que la suite 

E ° , I ( W )  = 1) E ,I(w) = Cl(W,  1) = ' )  

est exacte, off dl est la diff6rentielle de Cech 6. Une 1-cochaine u C C I ( W , ~  1) 

associe £ tout  couple n < m une classe 
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off n < m. Cette classe est ind@endante du choix de m. I1 ne reste plus qu'~ 

v~rifier que 5# = v. Or, on a #m -ptn  = --Pn ---- l/nm en restriction £ W~m = W~ 

car la restriction de #m ~ W~ est nulle. | 

COROLLAIRE 6.9:  

COROLLAIRE 6.10: 
(i) HI(M,B;Q)=O; 

Hi(M, B; Q) = E°"(W) 

H2(M, B; Q) = E~2(W) 

(ii) 
injectif. 
le morphisme de restriction {r~}: H2( M, B; Q) ---* rlner~ H2(W-,  B; Q) est 

Ddmonstration: D'apr~s le corollaire 6.9, en degr6 1 et 2 l'inclusion 

0 ---+ E~q(v~) ~ EI°'q()/V) -- H Hq(Wn'  B; Q) 
nEN 

co'/ncide avec le morphisme de restriction 

{rn}: Hq(M, B; Q) ---+ H gq(Wn' B; Q) 
nCN 

qui est donc injectif. En degr~ 1, ce morphisme est en plus nul, car W e s t  un 

recouvrement d'annihilation. I 

6.5  COMPARAISON DES SUITES SPECTRALES. 

PROPOSITION 6.11: H2(M, B; Q) = E~2(~r) 

D ~ m o n s t r a t i o n  Les inclusions Wn C W~+I C M induisent des morphismes 

(6.5.2) 

EP'q(~r) = HP(B; ~P(Tc)) ~ HB+q(M, B; Q) 

P,q E2 (~n+l) = HP(B;7-IP(~r~+I)) ~ HP+q(wn+I,B;Q) 
1 1 

EP 'q (~ )  = HP(B; ~P(rcn)) ~ HP+q(W,~, B; Q) 

D'autre part, les faisceaux de Leray v~rifient: 

(1) ~°(Tr) = 7-/°(7r~) = 0 car les fibres sont connexes; 

(2) ~ 1 ( ~ ) =  0 d'apr~s le corollaire 6.10; 
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(3) le morphisme de r e s t r i c t i o n  7-~1(71"n-[-1) ~ ~-~l(Trn) est nul car W est un 

recouvrement &annihilation. 

On en d4duit que 
E ~ ' ° ( ~ )  = E ~ ' ° ( ~ . )  = 0 
E~ '~ (~ )  = o 

et le morphisme de restriction 

p l  E2' (~.+1) , E~'I(~.) 

est nul pour tout p et tout n. En degr4 2, le diagramme (6.5.2) se r6duit donc 

au diagramme suivant: 

(6.5.3) 

D'ofi la proposition. 

0 
II 

0 --*- E~l(Tr) , H2(M, B; Q) * E~2(~r) --*- 0 

0 ix o2 ~ Ea; (~+~)  " /-/2(W,~+I, B; Q) , Ea; (~n+x) -~ 0 

| 

PROPOSITION 6.12: Le morphisme p: H2(M,B; Q) ~ 1-Ib6BH2(Fb; Q) est 

injecti£ 

Ddmonstration: On remarque tout d 'abord que le morphisme p coincide avec 

le morphisme poo: E~2(~r) --+ I-Ib6s H2(Fb; Q) d'apr~s la proposition 6.11. On 

consid~re le diagramme commutatif  suivant: 

Po~ 
I-IbeB H2( Fb; Q) 

IIbeB H2((W~+l)b; Q) 

E~(~)  

(6.5.4) pn+l  
0,2 0 , Eoo (~n+l) 

O~1 pn+l  es t  injectif d'apr~s le lemme 6.4. 

Soit v E H2(M, B; Q) une classe telle que p(u) = 0. La restriction u,~+l de 

v ~ W,~+I se projette sur une classe de E°'2/Troo ~ n+l~X dont l'image par p~+l est 

nulle d'apr~s le diagramme (6.5.4). Puisque p~+l est injectif, la projection de 

Vn+l dans E~2(~-n+l) est nulle. La classe Vn+l se remonte donc en une classe 
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dans 1 1 E ~  (~r~+l) d'aprbs le diagramme (6.5.3). L'annulation du morphisme de 

restriction 1,1 Eo~ (7r~+1) ~ E~l(Tr~) implique que la restriction v~ de v ~ W~ est 

nulle. En r6sum6, la classe v appartient au noyau du morphisme de restriction 

{r~}. Or, d'apr~s le corollaire 6.10, ce morphisme est injectif et donc v = 0. 
| 

Le corollaire 6.10 et la proposition 6.12 d6montrent donc le th6orbme 6.1. On 

finit par une g6n6ralisation de ce th6or~me en degr6 arbitraire. 

6.6 COHOMOLOGIE DES SUBMERSIONS. Soient 7r: M --* B une submersion 

surjective, Q0 un faisceau de base B et Q le faisceau image r6ciproque 7r*Qo. 

Pour 6tendre le th6orbme 6.1 en degr6 plus grand, on remplace la section globale 

par une famille de sections locales d6finies sur les adh6rences des ouverts d 'un 

recouvrement relativement compact et localement fini de B. On construit alors 

un recouvrement ferm6 croissant {Wn} de M tel que 

(i) W~ est un tube de la famille de sections locales et lr~: W~ --~ B est une 

application propre ~ fibres connexes; 

(ii) le diagramme suivant est commutatif:  

1,0 71"*+ 1 
E2 (Trnq-1) = Hi(B; Q0) * HI(WnTI; Q) , E~° l(Tt.n+l) 

II 1 10 
1,0 7i'n 

E 2 (Try) = Hi(B; Qo) " Hl(Wn; ~) " E~l(~'n) 

De faqon precise, on obtient le th~or~me suivant: 

THI~OREME 6.13: Si les fibres Fb sont connexes et Hq(Fb; Z) = 0 en degrd q < r, 

alors 

(i) 7r*: Hq(B; Qo) --* Hq(M; Q) est isomorphisme en degr6 q < r; 

(ii) la suite 

0 -~ Hr(B; Qo) - ~  Hr(M; Q) P-~ 1-~ H~(Fb; Q) 
bEB 

est exacte. | 

Soit P l e  feuilletage d6fini par la submersion 7r: M ~ B. Soit Cv le faisceau 

des germes de p-formes basiques. D'aprbs [24], on salt que Hq(M; ¢P) ~- E~'q(:F). 

On a alors le corollaire suivant qui g6n6ralise le r6sultat de cohomologie feuillet6e 

de [7]: 
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COROLLAIRE 6.14: Si les fibres Fb sont connexes et les groupes de cohomologie 

de De Rham Hq(Fb) -~ 0 en degrd q < r, alors on a 

( ~P(B) p o u r q = O  
EP'q(~F) -- 0 pour  q < r 
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