ISRAEL JOURNAL OF MATHEMATICS 90 (1995), 125-165

INTEGRATION SYMPLECTIQUE DES VARIETES
DE POISSON REGULIERES

PAR

F. ALcAaLDE CUESTA*

Departamento de Xeometria e Topoloxria
Universidade de Santiago de Compostela
15706 Santiago de Compostela, Spain

e-mail: alcalde@zmat.cesga.es

ET

G. HEcTOR

Laboratoire de Géométrie et Analyse — U.R.A. 7/6
Université Claude Bernard-Lyon 1
69622 Villeurbanne, France

e-mnail: hector@geometrie. univ-lyonl.fr

ABSTRACT

A symplectic integration of a Poisson manifold (M, A) is a symplectic
groupoid (T, n) which realizes the given Poisson manifold, i.e. such that
the space of units I'y with the induced Poisson structure Ag is isomorphic
to (M,A). This notion was introduced by A. Weinstein in [28] in order
to quantize Poisson manifolds by quantizing their symplectic integration.
Any Poisson manifold can be integrated by a local symplectic groupoid
([4], [13]) but already for regular Poisson manifolds there are obstructions
to global integrability ([2], (6], [11], [17], [28]).

The aim of this paper is to summarize all the known obstructions and
present a sufficient topological condition for integrability of regular Pois-
son manifolds; we will indeed describe a concrete procedure for this in-
tegration. Further our criterion will provide necessary and sufficient if

we require [’ to be Hausdorff, which is a suitable condition to proceed to
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Weinstein's program of quantization. These integrability results may be
interpreted as a generalization of the Cartan-Smith proof of Lie’s third

theorem in the infinite dimensional case.

1. Introduction

Un groupoide symplectique (I, ) est un groupoide de Lie muni d’une struc-
ture symplectique 1 compatible avec la multiplication partielle ([4], [13], [28]).
L’espace des unités I'g est muni d’une structure de Poisson canonique Ay pour
laquelle la projection source a est un morphisme de Poisson. Le probleme de
l'intégration symplectique d’une variété de Poisson (M, A) a été posé par A.
Weinstein dans [28]; le résoudre consiste & construire un groupoide symplectique
(T, 1) dont Pespace des unités (o, Ag) est isomorphe & (M, A). Quitte & déployer
T (voir [20]), on peut supposer que les fibres de a sont connexes et simplement
connexes; une telle intégration symplectique est dite universelle. L’idée de A.
Weinstein est d’utiliser intégration symplectique pour quantifier les variétés de
Poisson (voir [28], [30], [31]).

L’intégration par un groupoide symplectique local a été réalisée dans [4] et [13].
Pour l'intégration globale, il est naturel de s’intéresser d’abord aux variétés de
Poisson réguliéres (i.e. celles dont le feuilletage caractéristique F est régulier) et
plus précisement aux variétés de Poisson réguliéres dont tout cycle évanouissant
est trivial. Cette condition situe le probleme dans la catégorie des variétés de
Poisson séparées ce qui permet des calculs cohomologiques. Dans ce contexte, on
a les résultats suivants:

(1) il existe des variétés de Poisson non intégrables: P. Dazord construit une
obstruction & l'intégrabilité de certaines variétés de Poisson dans [5] et [6];

(2) les variétés de Poisson totalement asphériques (i.e. celles pour lesquelles
le 75 des feuilles de F est nul) sont intégrables ([7]).

Le premier but de ce travail est d’exhiber une condition topologique suffi-
sante pour intégrer les variétés de Poisson réguliéres sans cycle évanouissant qui
généralise et résume tous les résultats d’intégration connus a ce jour. En fait, on
donne une construction explicite de leur intégration symplectique universelle.

Les variétés de Poisson régulieres dont l'intégration symplectique est séparée
forment une bonne catégorie pour la préquantification proposée par A. Weinstein.

Pour ces variétés, on obtient une condition nécessaire et suffisante d’intégration.
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La construction de l'intégration s’appuie sur une théorie de fibrés princi-
paux a groupoide structural qui remplace ’approche par les réalisations
isotropes de Libermann die 4 P. Dazord ([5], [6]). On est donc amené a
introduire dans ce contexte les notions familieres pour les fibrés principaux clas-
siques: cocycle, connexion, courbure et classe de Chern. Cela permet
d’expliciter 'analogie avec les résultats d’intégrabilité de B. Kostant ([15]), J. M.
Souriau ([23]) et A. Weil ([26]). Cette approche améne naturellement & un autre
aspect: 'utilisation de techniques cohomologiques pour ”intégrer” les invariants
cohomologiques de la structure de Poisson.

La partie technique du travail consiste & démontrer un théoréme d’annulation
pour la cohomologie (& valeurs dans un faisceau) d’une submersion; celui-ci est

le coeur de la preuve du théoreme d’intégration.

1.1 RESULTATS. D’aprés [7], une structure de Poisson réguliere A sur une
variété M est déterminée par le feuilletage caractéristique F engendré par
les champs hamiltoniens X; et la forme feuilletée symplectique définie par
(X5, Xg) = {f,g}. Clest ce point de vue feuilleté qui va permettre d’introduire
les objets essentiels dans la construction de 'intégration symplectique.

Toute sphere tangente a F peut étre déformée transversalement en une famille
continue D de spheres tangentes (voir §3.2). L’intégration de o sur ces sphéres
définit une fonction d’aire sur une transversale a4 F. Si cette fonction possede
un point critique, on dira que la déformation transverse D est symplec-
tiquement évanouissante; une telle déformation sera dite triviale si la fonc-
tion d’aire est constante. Les différentielles des fonctions d’aire engendrent un
sous-groupoide P(A) du fibré conormal v*F appelé le groupoide des périodes
sphériques dérivées (ou simplement le groupoide dérivé) de A.

Comme dans les problemes d’intégration des groupes locaux ([25]) et des suites
d’Atiyah ([2], [17]) ou dans le probléme de la préquantification des variétés
symplectiques ([15], [23], [26]), I'intégrabilité des variétés de Poisson sera carac-
térisée par leurs périodes (sphériques dérivées). Celles-ci doivent étre annulées
si 'on veut faire disparaitre les obstructions cohomologiques & P'intégration. Par
conséquent, le groupoide quotient G du fibré conormal »*F par le groupoide
dérivé P(A) sera l'ingrédient fondamental de l'intégration symplectique. On

résumera cette idée en dissant que G est le groupoide structural de A.
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THEOREME 1.1:  Soit (M, A) une variété de Poisson régulieére. Le groupoide
structural G est un groupoide de Lie si et seulement si

(i) le groupoide dérivé P(A) est un sous-groupoide de Lie de v*F étalé sur M,

i.e. toute déformation symplectiquement évanouissante est triviale;

(ii) le groupoide dérivé P(A) est plongé dans v*F.

En outre, G est séparé si et seulement si P(A) est fermé.

La condition (i) est 'obstruction & I'integrabilité mise en lumiére par A. Weins-
tein dans [28]. Les conditions (i) et (ii) impliquent que le groupoide dérivé est un
réseau de (M, A) au sens de [5] et [6]; il s’agit de obstruction de P. Dazord. En
outre, ces deux conditions entrainent que les fibres de P(A) sont fermées discrétes;
en restriction aux feuilles de F, on retrouve ainsi I'obstruction & Vintégrabilité
des algébroides de Lie transitifs de R. Almeida et P. Molino ([2]) et K. Mackenzie
([17]). Bref, toutes ces obstructions a I'intégrabilité n’interviennent en fait que

pour assurer que le groupoide structural G est un groupoide de Lie.

EXEMPLES 1.2: (1) Soit F le feuilletage horizontal sur M = $% x R défini par
'équation dt = 0. Soit vy la forme volume canonique sur S%. La forme feuilletée
symplectique o représentée par w = (1 + t2)vy définit une structure de Poisson
A = (F,o0) sur M. Le groupoide dérivé, qui est engendré par la 1-forme 2tdt,
n’est pas un groupoide de Lie.

Cet exemple de A. Weinstein (voir [28]) montre que le groupoide structural

G n'est pas en général un groupoide de Lie. L’exemple suivant montre que la
condition de plongement est aussi essentielle:
(2) La structure de Poisson sur S? x R de I’exemple (1) induit une structure de
Poisson A sur I'ouvert M obtenu en 6tant le point (N,0), o N est le pdle nord
de S%2. 1l n'y a plus de déformation symplectiquement évanouissante, mais le
groupoide structural G n’est toujours pas un groupoide de Lie.

Si le groupoide dérivé est plongé dans v*F et étalé sur M, alors les fibres sont
discrétes, mais ces deux conditions ne sont pas équivalentes d’apreés I'exemple (2).

Les analogies établies et le procédé de construction de 'intégration symplec-
tique (voir §4) permettent d’interpréter le théoréme suivant comme une extension
du théoréme de Cartan-Smith qui établit le 3¢me théoréme de Lie (cf. [25]):

THEOREME 1.3:  Soit (M, A) une variété de Poisson réguliére dont tout cycle
évanouissant est trivial. Si

(i) le groupoide structural G est un groupoide de Lie,
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(ii) la variété de Poisson (M, A) est transversalement compléte, i.e. il existe
un supplémentaire du fibré tangent du feuilletage image réciproque de F
sur G,
alors (M, A) est intégrable.

Si G est séparé, la variété de Poisson (M, A) est évidemment transversalement
complete (voir §3.7). D’autre part, le groupoide structural d'une variété de Pois-
son totalement asphérique (i.e. telle que tout cycle évanouissant est trivial
et le my des feuilles est nul) est isomorphe & v*F et l'on retrouve le théoreme
fondamental de [7]:

COROLLAIRE 1.4: Si (M, A) est une variété de Poisson réguliére totalement
asphérique, alors (M, A) est intégrable.

Réciproquement, on montre le théoréme d’obstruction suivant qui résume les
obstructions préalablement établies ([2], [6], [17], [28]) dans le cas général des
variétés de Poisson réguliéres:

THEOREME 1.5: Si une variété de Poisson réguliére (M, A) est intégrable, alors
le groupoide structural G est un groupoide de Lie.

D’apres le théoréme 1.3, il semble raisonnable d’ajouter une nouvelle obstruc-
tion, & savoir la complétion transverse de (M, A). En fait, le procédé de [11]
permet de montrer une condition nécessaire proche de la complétion transverse
(en élargissant la notion de cycle évanouissant cohérent de [11]). Néanmoins,
le probléme de 'existence ou non d’un supplémentaire invariant reste ouvert.

La quantification d’apres A. Weinstein (voir [28] et [31]) améne & s’intéresser

aux variétés de Poisson dont 'intégration symplectique est séparée:

THEOREME 1.6: Une variété de Poisson réguliére (M,A) est intégrable par
un groupoide symplectique séparé si et seulement si tout cycle évanouissant est
trivial et le groupoide structural G est un groupoide de Lie séparé.

Les conditions d’intégration se simplifient si le groupoide d’homotopie
I, (F) (voir §2.4) est localement trivial. On remarque que les cycles évanouissants
d’un tel feuilletage sont triviaux. La proposition 3.3 permet d’énoncer le résultat

suivant:

COROLLAIRE 1.7: Une variété de Poisson réguliere (M,A) & groupoide
d’homotopie localement trivial est intégrable si et seulement si le groupoide dérivé

P(A) est un sous-groupoide de Lie de v*F & fibres fermées discrétes.
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EXEMPLES 1.8: On donne des exemples de structures de Poisson A = (F,0)
dont le groupoide d’homotopie est localement trivial:

(1) Si F est défini par une action localement libre d'un groupe de Lie G alors
puisque G est asphérique, A est intégrable d’apres le corollaire 1.4.

(2) Si F est riemannien complet, A vérifie la condition du corollaire 1.7
d’apres [1].

(3) Une structure cosymplectique ([16]) sur une variété M est la donnée
d’une 1-forme fermée 6 et d’une 2-forme fermée w telles que 6 A w* soit un forme
volume sur M. Le feuilletage F défini par I'équation 8 = 0 et la forme feuilletée
o représentée par w définissent une structure de Poisson A sur M. Si le champ de
Reeb R (défini par igf = 1 et igw = 0) est complet, le R-feuilletage de Lie F est
complet et donc vérifie la propriété du corollaire 1.7. Puisque le groupoide dérivé
est nul, A est intégrable. En fait, puisque w est fermée, A est déja intégrable
d’apres [7].

(4) Soit F un feuilletage totalement géodésible. En procédant comme dans
[1], ce cas se rameéne au cas (1) & P'aide du théoréme de structure de G. Cairns
(voir [18]).

EXEMPLES 1.9: Soient F un feuilletage transversalement orientable de codimen-
sion 1 et A = (F,o) une structure de Poisson sur une variété compacte M de
dimension 3. D’aprés le théoréme de stabilité de Reeb et le théoréme de Novikov,
il y a trois cas possibles:

(1) F est totalement asphérique et donc A est intégrable d’aprés le corol-
laire 1.4;

(2) F est la fibration triviale en sphéres et A est intégrable si la fonction d’aire
est constante d’apres le corollaire 1.7;

(3) F posséde une composante de Reeb qui supporte un cycle évanouissant non

trivial et dans ce cas aucune structure de Poisson A n’est intégrable d’apres [11].

2. Variétés de Poisson réguliéres

Le but de cette section est de rappeler la description des variétés de Poisson

régulieres en termes de formes feuilletées (voir [7] et [11}).

2.1 FORMES FEUILLETEES ET FORMES PURES. (i) Soit (M, F) une variété
feuilletée. Soient (Q*(M),d) le complexe de De Rham et (Q*M, F),d) le sous-

complexe des formes relatives, i.e. des formes qui s’annulent sur les feuilles de
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F. Le complexe (2*(F),dr) des formes feuilletées est le complexe quotient et
sa cohomologie H*(F) est la cohomologie feuilletée de (M, F).

(ii) Le choix d’un supplémentaire NF de TF permet d’obtenir de bons repré-
sentants des formes feuilletées. Soit v*F le fibré conormal dont les sections sont
les 1-formes relatives. La décomposition duale T*M = v*F § T*F induit une
décomposition de 9*(M) et d en formes pures et composantes pures

QM) = ,H?:TQP’Q(M) d=do1+dip+dyy

(iii) Si l'on considere 2" (M) = P QP9(M) comme un module filtré de degré

filtrant p, on obtient la suite spectrale de Leray-Serre
EDI(F) = HP*(M)

Puisque le terme ESY(F) = QP9(M) et la différentielle dy est induite par do 1,
on a:

EYY(F) 2 HY(F)

(iv) Soit L est la forme de Liouville sur »*F. Les champs H définis par

2.1.1 igl=igdL =0
H H

engendrent un feuilletage H appelé le feuilletage relevé de F. Le fibré tangent

T™H est le sous-fibré horizontal de la connexion partielle de Bott définie par
Vxp=ixdp

pour tout champ X € X(F) et toute section p de v*F. Bref, v*F est un fibré
vectoriel F-feuilleté (au sens de [18]) dont les sections feuilletées sont les
1-formes basiques, i.e. les 1-formes p telles que ixu = ixdp = 0 pour tout
X € X(F).

(v) L’espace QI(F;v*F) des g-formes feuilletées 4 valeurs dans v*F est
I'espace des sections du fibré vectoriel (A T* F)®v*F. La différentielle extérieure

covariante

i=1

d]:w(Xl, ‘s .,Xq+1) = ‘1+1(_1)i+1inw(X1’ e .,)?,’, PN X+1)

+ Vi (CVTW(X Xy, K X X o)
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vérifie d% = 0 car la courbure de V est nulle. La cohomologie H*(F;v*F) du
complexe {Q*(F;v*F), dr) est la cohomologie feuilletée de (M, F) a valeurs
dans v*F. Alors, on a:

Ey(F) = HY(F;V" F)

2.2 FORMES FEUILLETEES SYMPLECTIQUES. Une forme feuilletée est un
élément d'un quotient, mais on vérifie aisément que ses puissances extérieures
et son évaluation sur les vecteurs tangents & F sont bien définies. Une 2-forme
feuilletée o € Q%(F) est dite symplectique si
(i) dfO’ =0
(ii) /\’c o est non nulle en tout point de M ou dim F = 2k.
Une telle forme feuilletée définit une structure de Poisson A sur M dont le feuil-
letage caractéristique est F.

A la structure de Poisson A = (F, o), on associe les deux éléments de la suite
spectrale de Leray-Serre définis par

(i) [A] = [w] € EY*(F) = H*(F)

(i) di[A] = [d1,ow] € E{*(F) = H¥(F;v*F)
oll w est un représentant pur de type (0,2) de o et dy est la différentielle de la

suite spectrale induite par d;g. Ce sont des invariants essentiels de A.

2.3 ALGEBROIDES DE LIE.  Une structure de Poisson A = (F,o) sur une
variété M définit une structure d’algébroide de Lie ([20]) sur le fibré cotangent
T*M ([4), [13]) donnée par:

(i) le morphisme de fibrés vectoriels A¥: T*M — TM qui, & toute 1-forme
i, associe le champ A#p tangent & F tel que 4 A#HU = —J, ou i est la classe
feuilletée de p;

(ii) le crochet de Lie

{Hl,ﬂz} = iA#uldM - iA#Mdul + dA(p1, p2)

pour lequel A#: Q}(M) — X(M) est un morphisme d’algébres de Lie qui vérifie
{u1, fpa} = f{r, pa} + (LA#ulf),ug pour toute fonction f € C®(M).

Le noyau du morphisme A# est le fibré conormal v*F. C'est un algébroide
de Lie vectoriel, i.e. un fibré en algébres de Lie abéliennes. De fagon précise,

on a une extension d’algébroides de Lie
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(2.3.2) 0= F —TMXMTF 0

L’algébroide de Lie T'F agit sur le noyau v*F & 'aide de la connexion partielle
de Bott. Pour tout couple X; et X2 de champs tangents a F, on considére le
couple pt; = —ix,w et py = —ix,w de 1-formes pures de type (0, 1) pour le choix
d’un supplémentaire de T.F. La 2-forme feuilletée fermée Q € Q2(F; v* F) définie
par

X1, X2) = —{p1, pehr0 = 1x, i x, 10w

représente une classe de H?(F;v*F) qui caractérise I'extension:

ProposITION 2.1 ([7]): L’algébroide de Lie T*M de (M, A) est I'extension de
TF par v*F (relative & la connexion partielle de Bott) de classe dq[A].

2.4 INTEGRATION DE POISSON.  Soit (Mg, Fo) une variété feuilletée (ot 'on
modifie les notations précédentes par I'adjonction d'un indice 0). Le groupoide
d’homotopie II;(Fy) ([20]) est le quotient de lespace des chemins contenus
dans les feuilles de Fo (muni de la topologie compacte-ouverte C*°) par la rela-
tion d’homotopie dans les feuilles de Fy. Clest un groupoide de Lie (voir {19))
dont 'espace total M est séparé si, et seulement si, tout cycle évanouissant de Fy
est trivial (voir [7]). Les projections source oy et but Gy définissent un méme feuil-
letage image réciproque F = ajFo = B5Fo dont les feuilles sont les groupoides
d’homotopie des feuilles de Fy. Ce feuilletage est invariant par 'involution ¢q de
T, (Fo) et sa trace sur My est égale a Fy.

(i) Les applications agp, B, to induisent des morphismes des complexes de
formes relatives et de formes feuilletées.

(ii) On fixe une décomposition TMq = NFy @ T Fy et 1'on note p la projection
sur T Fg. Le noyau de I'application

(p X p)o(,@o,ao)*: TM - TMy®»TMy—TFydTFy

est un supplémentaire de TF. On dira que ces décompositions de TM et T My
sont adaptées 'une a ’autre. Dans des décompositions adaptées, les applica-
tions o, Bo, to induisent des morphismes des complexes de formes pures de type
(p, )-

(i1i) Soit Q*(F,Fs) le complexe des formes feuilletées relatives qui

s’annulent sur M,. En utilisant des décompositions adaptées, on obtient un
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isomorphisme de Q%9(M, My) dans QI(F, Fp) et une suite spectrale de Leray-
Serre relative

ED9(F, Fo) = HPTI(M, My)

En outre, toute structure de Poisson Ag = (Fp, 09) sur My se releve en une
structure de Poisson A sur M qui en fait un groupoide de Poisson au sens de
[29] (voir [7]). Cette structure de Poisson est déterminée par le feunilletage F et
la forme feuilleté relative o = agoo — B500.

3. Périodes sphériques et groupoide structural

Le probléme de lintégration symplectique de (M, A) consiste & construire un
groupoide symplectique dont I’algébroide de Lie est isomorphe & 'extension T* M
de TF par v*F. Ces deux derniers algébroides de Lie sont intégrables. Le fibré
conormal v*F est un groupoide de Lie (plus précisement un fibré en groupes) qui
est visiblement Uintégration de V'algébroide de Lie v*F. En outre, le groupoide
d’homotopie TI;(F) réalise 'intégration de TF. L’intégrabilité de (M, A) sera
caractérisée en termes de périodes sphériques de la classe d;[A] de I'extension.
Leur construction sera le premier but de cette section. On s’intéressera ensuite
aux structures différentiable et feuilletée du groupoide quotient G de v*F par ces
périodes sphériques. C’est dans la construction de ce groupoide que se retrou-
veront toutes les difficultés et toutes les obstructions a l'intégrabilité. En parti-
culier, on prouvera le théoréme 1.1 au §3.5.

3.1 LE GROUPOIDE D'HOMOTOPIE IIo(F).  Soit F un feuilletage de dimen-
sion n et de codimension m sur une variété M. Soit C*(52%, F) Pespace des
applications différentiables de S$? dans les feuilles de F muni de la topologie
compacte-ouverte C*. Si N désigne le pole nord de S?, la projection p: s €
C®(82%,F) — s(N) € M est continue et ouverte. Soit II(F) le quotient de
C>°(8§2, F) par la relation d’homotopie dans les feuilles de F relative & N et
q: C®(S?, F) — IIy(F) la projection quotient correspondante. La projection
induite p: IIo(F) — M est aussi continue et ouverte; sa fibre en un point z est
le groupe d’homotopie 7o(L, ) de la feuille L, passant par z. Bref, II3(F)
est un groupoide (plus précisement un fibré en groupes) topologique appelé le
groupoide d’homotopie de F d’ordre 2.
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3.2 STRUCTURE DIFFERENTIABLE SUR IIo(F).  Soit s: (S2, N) — (M, z) une
application différentiable dont I'image est contenue dans la feuille de F passant
par z; on dira que s est une spheére tangente a F. Soit F le fibré vectoriel image
réciproque de v*F par s. A l'aide d’une métrique riemannienne, on construit
une application différentiable D d'un voisinage de la section nulle de E dans M
prolongeant s et transverse a F, qui induit un diffomorphisme de la fibre de N
sur une transversale V passant par x. D’apres le théoréme de stabilité globale de
Reeb, le feuilletage image réciproque D*F est trivialisé par la connexion de Bott.
Bref, s se prolonge en une application différentiable D: 5% x V' — M transverse &
F telle que le feuilletage image réciproque H = D*F est le feuilletage horizontal
en spheres sur S? x V. On dira que D est une déformation transverse de s.

Toute déformation transverse D peut étre épaissie en un tube de spheéres

tangentes. Pour cela, soit (U;z1,...,2Zn,¥1,-..,Ym) une carte locale distinguée
pour laquelle la transversale ; = ... = z, = 0 est contenue dans V. Soient
@1, ..., 97 les flots des champs tangents 8%1’ ceey %. L’application différentiable

T: 52 x U — M définie par

T(2,%1, s Ty Y1y - -y Ym) = wilo...ocp;‘n(D(z,yl,...,yn))

prolonge la déformation transverse D. On dira que T est un tube de sphéres

tangentes. Tout tube T définit des applications continues

U . C(S2, F)
(3.2.1) \T‘ l 1
(F)

ol 7 est une section de la projection p. Ces applications 7 définissent un atlas et
donc une structure différentiable sur II3(F) pour laquelle p est un difféomorphis-

me local. Bref, on a le résultat suivant:
PROPOSITION 3.1: Le groupoide IIy(F) est un groupoide de Lie étalé sur M.

ExXEMPLES 3.2: (1) Soit [Io(M) le groupoide d’homotopie d’ordre 2 d’une
variété M. Soient V un voisinage contractile d’un point zg et v un chemin
dans V d’extremité xy. L’isomorphisme induit vg: mo(M,z) — m2(M,z¢) ne

dépend que de l'origine x de v. Les homéomorphismes

[s] € p~ (V) = (s(w), v:((s])) € V x m2(M, z0)
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définissent une structure de variété sur Ilo(M) qui en fait un fibré localement
trivial de fibre m3(M, zg) et de groupe structural w1 (M, zg). Evidemment, ce
fibré est trivial si M est 2-simple, i.e. Vaction de (M, xp) sur mo( M, zo) est
triviale.

(2) Soient m: M — B un fibré localement trivial dont la fibre F' est 2-simple
et F le feuilletage défini par n. Soit IIa(n) le fibré associé de fibre mo(F). Le
groupoide d’homotopie ITo(F) est le fibré image réciproque de Iy (7) par =.

(3) On a une situation analogue si F est un feuilletage défini par une submersion
surjective m: M — B a fibres 2-simples. Le groupoide d’homotopie IT,(F) est
trivial en restriction aux fibres de = et donc définit par projection un groupoide
de Lie Hy(7) étalé sur B. On dira que Ia(7) est le groupoide d’homotopie
d’ordre 2 de 7.

Les fibres de aq: Iy (F) — M sont les revétements universels des feuilles de F
de projection fBy. Celle-ci induit donce un isomorphisme {Gp)4: a(ag) — Mo F).
D’apres les exemples (1) et (2) ci-dessus, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 3.3: Le groupoide d’homotopie M2(F) est localement trivial en
restriction & chaque feuille de F. SiIl{(F) est en plus localement trivial, alors il

en est de méme pour II3(F).

3.3 INTEGRATION ET PERIODES.  Soient A = (F, o) une structure de Poisson
et € Q%(F;v*F) un représentant de la classe d;[A]. Soit D: S? x V — M une
déformation transverse d’une sphere tangente s: (S?, N) — (M, z). On désigne
par H le feuilletage horizontal en sphéres sur S? x V. La 2-forme feuilletée fermée
D*Q € Q*(H;v*H) est représentée par une forme pure § de type (1,2) pour la
trivialisation canonique de T*(S? x V). L’intégration sur les fibres du fibré trivial
S% x V au-dessus de V définit une 1-forme

/DQZJ{SQ&

sur V. Les propriétés de f impliquent que celle-ci est indépendante de la tri-
vialisation de T*(S% x V).

De fagon analogue, la 2-forme feuilletée ) s’intégre sur un tube T prolongeant
D en une 1-forme basique [;. € sur I'ouvert distingué correspondant U qui étend
la 1-forme |, p $? sur la transversale V.

On considére le morphisme d'intégration

In:Oo(F) = v* F
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qui, & la section 7: U — II3(F) définie par un tube T d’aprés le diagramme (3.2.1),
associe la 1-forme basique fTQ sur U. D’apres le théoréeme de Stokes, c’est un
morphisme de groupoides de Lie bien défini qui ne dépend que de la classe dq[A]
de 2. Son image P = P(A) est un sous-groupoide algébrique de v*F appelé le
groupoide des périodes sphériques dérivées de A.

PROPOSITION 3.4: Le groupoide dérivé P est saturé pour la connexion partielle
de Bott sur v*F.

Démonstration: Puisque les intégrales de € sur les tubes sont des 1-formes
basiques, le groupoide dérivé P est horizontal pour la connexion partielle de
Bott. D’apres la proposition 3.3, Ilo(F) est localement trivial en restriction aux
feuilles de F et douc il en est de méme pour P. D’ou la proposition. [ |

3.4 STRUCTURE DIFFERENTIABLE SUR P. Si K désigne le noyau du mor-

phisme d’intégration, on a une suite exacte de groupoides topologiques

0= K — IL(F) &P =0

ot le groupoide dérivé P est muni de la topologie quotient.

L’exemple 1.2.1 suggere la définition suivante: une déformation transverse D
d’une sphére tangente s: (S2, N) — (M, z) est symplectiquement évanouis-
sante si fD Q(x) = 0; une telle déformation est triviale si fD Q=0.

PROPOSITION 3.5: Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) le groupoide P est un sous-groupoide de Lie de v*F étalé sur M;
(i) le noyau K est un sous-groupoide de Lie plongé de I1,(F);

(iii) toute déformation symplectiquement évanouissante est triviale.

Démonstration: On montre tout d’abord que les conditions (i) et (ii) sont
équivalentes (cf. [12] et [21]). Si P est un sous-groupoide de Lie de v*F étalé
sur M, le morphisme d’intégration Iq: IIs(F) — P est un difféomorphisme local.
Son noyau K = I5'(M) est donc un sous-groupoide de Lie plongé de II5(F).
Réciproquement, soit R la relation d’équivalence sur II5(F) définie par 'action

de K, c’est-a-dire Pimage réciproque de K par I'application différence
([s1], [s2]) € Ma(F) x p Mo (F) +— [s2] — [s1] € IIx(F)

ot Ho(F) X ps o (F) est le produit fibré {([s1], [s2]): s1(~) = s2(~)}. La condition
(ii) implique que R est une sous-variété plongée de IIo(F) X s IIo(F). De plus, la
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projection sur le premier facteur se restreint en une submersion surjective de R
sur II2(F). D’apres le critére de Godement (voir [22]), le quotient P = II(F)/K
est muni d’une structure de variété (qui en fait un groupoide de Lie) pour laquelle
la projection I est une submersion surjective. L’inclusion de P dans v*F est
un morphisme injectif de groupoides de Lie. Puisque IIo(F) s’étale sur M, il
en est de méme pour P qui devient ainsi immergé dans v*F. Bref, P est un
sous-groupoide de Lie de v*F étalé sur M.

Pour montrer 1’équivalence entre (ii) et (iii}, on considére une déformation
transverse D d’une sphére tangente s. Un tube T qui prolonge D définit un
voisinage W = 7(U) de [s] difféomorphe & 'ouvert distingué U associé a T.
L’équivalence est une conséquence immédiate des remarques suivantes:

(1) la classe [s] € K si et seulement si la déformation D est symplectiquement
évanouissante;

(2) le voisinage W de [s] est contenu dans K si et seulement si 'intégrale [ Q

est nulle. Or cette 1-forme basique est nulle si et seulement si f pf1=0. |

3.5 GROUPOIDE STRUCTURAL: STRUCTURE DIFFERENTIABLE. Soit P le
groupoide des périodes sphériques dérivées de A. On considére la suite exacte de
groupoides topologiques

(3.5.2) 0P —v'F-5G-0

ol G est le groupoide quotient ¥*F/P. On dira que G est le groupoide struc-
tural de la variété de Poisson (M, A). En procédant comme dans la preuve de la
proposition 3.5, on démontre le théoréme 1.1, 4 savoir que G est un groupoide de
Lie si et seulement si le groupoide dérivé P est un sous-groupoide de Lie plongé
de v*F étalé sur M.

3.6 GROUPOIDE STRUCTURAL: STRUCTURE FEUILLETEE. On supposera
désormais que G est un groupoide de Lie. Soient L la forme de Liouville sur le
fibré conormal p: v*F — M et § le feuilletage image réciproque de F par p. La
1-forme feuilletée ® € Q!(S;v*S) définie par

®(X) = iydL

sera appelée la forme de Maurer-Cartan de v*F. Son noyau est le sous-fibré
horizontal de la connexion partielle de Bott d’apres (2.1.1). Cette forme feuilletée
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vérifie les propriétés suivantes que I'on déduit aisément de 1’écriture locale de la
forme de Liouville L:

(1) ®(p*) = p*p pour tout champ invariant 4 gauche p* associé a une section
i de Palgébroide de Lie v*F.

(2) ® est invariante & gauche, i.e. pour toute 1-forme basique y, on a

ou Ly, est la translation a gauche pour la structure de groupoide sur v*F;
(3) ds® =0.

La forme de Maurer-Cartan vérifie en fait la propriété d'invariance suivante: pour

toute section u de v*F, on a

(3.6.3) (Lp)*® - =pdrp
et donc
(3.6.4) we =drp

Puisque P est horizontal pour la connexion partielle de Bott, tous les objets
précédents sont projetables par ¢: v*F — G et définissent des objets analogues
sur G. On dira que le groupoide de Lie abélien G est F-feuilleté.

3.7 COMPLETION TRANSVERSE.  On désigne encore par § le feuilletage image
réciproque de F par la projection p: G — M. Si le groupoide structural G
est séparé, on peut toujours construire un supplémentaire NS de T'S & 1'aide
d’une métrique riemannienne. Si G n’est pas séparé, il n’existe pas en général de
supplémentaire de T'S. Cela justifie la définition suivante: on dira que la variété
de Poisson (M, A) est transversalement compléte si le groupoide structural
G (resp. le groupoide dérivé P) posséde un supplémentaire NS de T'S (resp.
invariant par Paction de P).

EXEMPLES 3.6: (1) Soit F le feuilletage de M = S? x R — {(N,0)} défini par
I’équation dt = 0. En multipliant la forme volume canonique vy de % par une
fonction positive convenable, on peut obtenir une forme volume des feuilles w
dont la fonction d’aire fg, w € C°(R—{0}) tend vers +o00 quand ¢ tend vers 0.

Soit o la forme feuilletée représentée par w. Le groupoide dérivé de la structure
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de Poisson A = (F, o) est engendré par la période

][ do,lw:d(][ W) € QR - {0})
52 s2

C’est un sous-groupoide de Lie fermé de v* F.

(2) Si lon remplace la 2-forme w de lexemple (1) par la 2-forme elvg, le
groupoide dérivé n’est plus fermé, mais le supplémentaire de TS engendré par le
champ 58; + r% est invariant par I'action de P.

Ces deux variétés de Poisson sont intégrables d’apres le théoréeme 1.3. On
exhibe enfin un exemple de variété de Poisson qui n'est pas transversalement
compléte:

(3) Soit M le complémentaire dans S? x S? xR de la réunion des deux ensembles
S?x {N}x]—00,0] et {N} x S% x [0,+00[. Le feuilletage en produit de sphéres
induit un feuilletage F défini par une submersion f: M — R. Soient p; et ps les
projections de 5% x 52 sur chacun des facteurs. La forme feuilletée symplectique
o représentée par e”' pjvg + e' pivg définit une structure de Poisson A sur
M. Le groupoide dérivé P est engendré par la 1-forme e~*dt au-dessus de M_ =
f~Y(]~o0,0]) et par la 1-forme me'dt au-dessus de M = f~1(]0, +oo[). La forme
conormale dt en tout point de la feuille f~!(0) est simultanéement adhérente
aux nappes de périodes définies par e 'dt au-dessus de M_ et e'dt au-dessus
de M,. L’invariance d’un supplémentaire NS par l'action de ces deux nappes
entrainerait que le champ vertical % est normal en restriction a f~!(0) ce qui

n’est évidemment pas possible.

3.8 GROUPOIDE STRUCTURAL DE L'INTEGRATION DE POISSON.  Soient Ag =
(Fo, 09) une structure de Poisson sur une variété Mg et A = (F, o) la structure
de Poisson relevée sur M = II1(Fp). Le fibré conormal v*F est le fibré vectoriel
image réciproque du fibré conormal v*Fj par ag et 8. On se propose de montrer
qu’il en est de méme pour les groupoides structuraux G et Gy de A et Ag. Pour
cela, il suffit de démontrer le lemme suivant:

LEMME 3.7: Le groupoide dérivé P de A est I'image réciproque du groupoide
dérivé Py de Ay par o et Fp.

Démonstration: Si Qg est un représentant de la classe di[Ao], alors la classe
di[A] est représentée par 2 = agQo — G;€%. Pour toute sphére s tangente a la
feuille de F passant par u € My, la période
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(3.8.5) /8 Q=ap (/aoos Qo> s (/ﬁoos Qo>

D’autre part, toute sphére sg tangente & la feuille Ly de Fy passant par u se
releve par (p en une sphére s tangente au revétement universel og 1(u) de Ly.

Leurs périodes sphériques sont reliées par

(3.8.6) /s Q=-0 (/50 Qo>

D’aprés (3.8.5) et (3.8.6), Py est la restriction de P a My. Par ailleurs, la con-
nexion partielle de Bott trivialise P en restriction aux fibres de ag et de 3y car

celles-ci sont simplement connexes. D’ou le résultat. 1

PROPOSITION 3.8: Le groupoide structural p: G — M de A est I'image récipro-
que du groupoide structural py: Go — Mg de Ag par og et 3y. En outre, si S et
Sy sont les feuilletages image réciproque de F et Fqo par p et po, alors la forme
de Maurer-Cartan ® € QY(S;v*S) de G est I'image réciproque de la forme de
Maurer-Cartan ®y € 2'(Sg; v*So) de Gy par ag et So.

4. Intégration symplectique

Soit Ag = (Fq,00) une structure de Poisson sur une variété M. Dans cette
section, on va démontrer le théoréme 1.3. On rappelle son énoncé: si
(H1) tout cycle évanouissant de Fy est trivial,
(H,) le groupoide structural Gy est un groupoide de Lie,
(Hs3) la variété de Poisson (Mg, Ao) est transversalement compléte,
alors (Mo, Ao) est intégrable.
Soit A = (F,0) la structure de Poisson relevée sur M = II(Fp). Intégrer
(Mo, Ag) va consister 3 compléter l'intégration de Poisson (M, A) en un dia-

gramme

(Gos) ———— (Tm) (M, A)

I

(Mo, Ao)
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ou (I, n) est un groupoide symplectique, (Go, 70) est un sous-groupoide de Poisson
présymplectique (voir [7]) et 7 et 7 sont des morphismes de Poisson.

De fagon précise, on cherche & construire une extension I' du groupoide
d’homotopie M par le groupoide structural Gy qui intégre l'extension d’algé-
broides de Lie (2.3.2}. L’hypotheése {H3) fournira donc le noyau de 'extension.
On remarque que le groupoide structural G de (M, A) sera de méme un groupoide
de Lie abélien F-feuilleté d’apreés la proposition 3.8. La démonstration se fera en
trois étapes:

(1) Intégration cohomologique: on montrera que la classe d;[A] € H2(F, Fo;
v*F) s’intégre en une classe v € H2(M, Mp;P); celle-ci sera la classe d’un
cacycle sur M a valeurs dans G qui est cohomologue a zéro en restriction &
My. L’hypothése (Hp) (i.e. la séparation de M) interviendra dans cette étape.

(2) Intégration différentiable: cette étape se décomposera en trois nivaux

(i) on construira & l'aide du cocycle un fibré principal =: I' — M de
groupoide structural G qui sera trivial en restriction & My;

(ii) on construira une connexion F-partielle @ sur le G-fibré principal T';

(iii) on montrera que la courbure € de © représente la classe d;[A] qui de-
viendra ainsi une vraie classe de Chern.

(3) Intégration symplectique: il y aura encore deux niveaux différents

(i) on construira une forme symplectique 7 telle que 7: (I, n) — (M, A) soit un
morphisme de Poisson & fibres isotropes. L’hypothése (H3) n'interviendra que
pour construire 77 dans le cas ol 'espace total I' n’est pas séparé.

(ii) on montrera que les projections « et 3 forment une paire duale compléte
(au sens de [27]) ce qui définira une structure de groupoide symplectique sur T’
d’apres [4].

4.1 INTEGRATION COHOMOLOGIQUE. Un cocycle sur M a valeurs dans
G est un couple ({U;},{ri;}) formé d’un recouvrement ouvert U = {U;} et de
sections 7;;: U; NU; — G telles que

(i) 7 =0 sur U;,

(i) 7i; — Tk + T = 0 sur U; N U; N Uy
Un tel cocycle représente une classe dans le groupe H!(U; G) de cohomologie de
U & valeurs dans le faisceau § des germes de sections de G. Cette classe définit
par passage & la limite une classe 7 dans le groupe H!(M;§) de la cohomologie
de Cech de M & valeurs dans le faisceau § (voir [9]). De fagon générale, cette
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cohomologie vérifie les propriétés suivantes:

(i) Si les cycles évanouissants de Fy sont triviaux, la variété M est séparée et
donc la cohomologie de Cech H*(M; ) est isomorphe & la cohomologie H*(M; G)
de M & valeurs dans le faisceau g (voir [9]).

(ii) Pour toute paire (M, Mp), on a une suite exacte longue
= HY(M, Mo; §) — HY(M;G) <5 HY(Mo; o) — -+

et puisque les applications induites par ag et 3, sont des sections de &f, celle-ci

se décompose en suites exactes courtes:

(4.1.1) 0— HY(M,My;G) — HY(M;G) — H(Mp;99) — 0

(iii) La suite exacte de groupoides de Lie (3.5.2) induit une suite exacte de

faisceaux 0 — P — v F 4 g — 0. Celle-ci induit une suite exacte longue
e — Hq(M,M();'P) — HQ(M;M();%*?) — HQ(M,M();Q) — .-

dont le cobord 6: HI(M, My; G) — HI+YY(M, Mo; P) est un isomorphisme car le
faisceau ¥*F des germes de 1-formes relatives est mou (voir [9]).

(iv) Soient ¢! le faisceau des germes de 1-formes basiques et Q le faisceau
quotient ¢'/P. La suite exacte de faisceaux 0 — P - ¢! £, 0 - 0 induit

une suite exacte longue

(4.1.2) --- — HY(M, My; P) 5 HI(M, Mg; oY) =55 HI(M, Mo; Q) — - --

Soit F,, la fibre de la submersion ag: M — My en un point v de My. Les
inclusions des fibres F,, dans M induisent des morphismes de restriction qui
rendent commutatif le diagramme suivant:

H*(M, My; P) - H?(M, My; ¢*) : H*(M, My; Q)

(4.1.3) | or | o | oo
» kx

HH2(Fu;P|Fu) L}_’ HH2(Fu;¢1|Fu) —{—}—’ HHQ(FMQlFu)

(v) D’aprés [24], on a un isomorphisme I*: HI(F, Fo;v*F) — HI(M, Mg; ¢).
En restriction aux fibres F,, cet isomorphisme induit des morphismes % qui

rendent commutatif le diagramme suivant:
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HA(F, Fo;v* F) H*(M, Mo; ¢*)
(4.1.4) pF | { | oo
I}
HUEMO Hz(Fu;l/*leu) H’U.GMO H2(FU;¢1]FH)

On remarque que le groupe H2(F,;v*F| F,) est isomorphe au groupe de coho-
mologie de De Rham H?(F,; v} Fo) = H?(F,;R™).

(vi) Le faisceau restreint P| F,, est le faisceau constant dont la fibre est la fibre
(Po)w 2 Z" de Py en u. Donc le groupe H?(F,; P| Fu) est isomorphe au groupe
de cohomologie singuliere H?(F,;(Po).) & H?*(F,;Z"). On a la factorisation
suivante:

*k

Hz(Fu;PlFu T

)
(4.1.5) hi\ / L

H2(Fu§V*f|Fu)

H2(Fu;¢1|Fu)

L’hypothése d’intégrabilité cohomologique est une reformulation du critere
d’intégrabilité de P. Dazord ([6]). Le théoréme suivant va montrer que ce critére

est effectivement vérifié pour les variétés de Poisson considérées:

THEOREME 4.1: Une variété de Poisson (Mo, Ag) qui vérifie les conditions (H)
et (H;) est cohomologiquement intégrable,i.e. il existe v € H?(M, Mo; P) telle
que j*v = di[A].

Démonstration: Soient £ un représentant de la classe d;[A] et Q,, sa restriction
4 la fibre F,. On va montrer que la construction d’un antécédent v de d;[A] se
rameéne 3 la construction de classes entiéres v, € H2(F,;P| Fu) qui ”integrent” les
classes réelles [Q2,] € H3(Fy;v*F | F,)- D’aprés Dexactitude de la suite (4.1.2),
la classe di[A] se remonte en une classe v si et seulement si la classe projetée
k*(d1[A]) est nulle. Silon considére le diagramme (4.1.3), on obtient:

po(k*(di[A]) = {k7}pgr (da[A])

Or, d’apres le théoréme 6.1 (que 'on prouvera dans §6), le morphisme de restric-
tion

po: HA (M, My; Q) — [] H*(FuiQlF,)
uEMp
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est injectif car les fibres F;, sont simplement connexes. Il s’ensuit que £*(d;[A]) =
0 si et seulement si la famille de restrictions
per(di[A}) = {Z[u)} € T[] H*(Fuid'lR,)
u€EMp
(voir le diagramme (4.1.4)) se projette par {k}} sur la classe nulle. Pour cela, il
faut et il suffit que les classes réelles [©,] possédent des antécédents entiers v,
car
Julve) = (R (va)) = 1[0

d’apres la factorisation (4.1.5).

Enfin, les fibres F, étant simplement connexes, lintégration de © sur les

spheres tangentes aux fibres définit des classes
v, € Hom(WQ(Fu)a PIFU) = H2(Fu; P|Fu)

telles que Al (vy) = [{1,]; d’ou le théoréme. |

4.2 INTEGRATION DIFFERENTIABLE: CONSTRUCTION DU FIBRE PRINCIPAL A
GROUPOIDE STRUCTURAL.  Lanotion de fibré principal & groupoide struc-

a
tural est die & A. Haefliger {[10]). Solent H —- Ho un groupoide de Lie, T une

variété munie d’une application différentiable p: I' — Hq et
[ X3 H={(7,h) €T x H: &{7) = p(h)}

le produit fibré correspondant. Une action & droite de H sur I est une
application différentiable (v, ) € T' x4, H +— 7.h € T vérifiant des propriétés qui
généralisent celles de I'action d'un groupe (voir [17]). On dira que 'action est
propre si Uapplication (v, k) € T Xy, H +— (7,7.h) € T x T est propre. De fagon
concréte, une action libre et propre définit une structure de H-fibré principal
m T — M=T/H.

On supposera désormais que H est le groupoide structural G de (M, A) et l'on
rappelle que celui-ci est un fibré en groupes abéliens F-feuilleté.

Les nctions d’atlas fibré et cocycle s’étendent de facon naturelle au cas des
fibrés principaux a groupoide structural. Ceux-ci sont classifiés par la classe
7 € HY(M; G) d’un cocycle (voir [10]). Un G-fibré principal au-dessus de M est
trivial en restriction & M si et seulement si le cocycle induit est cohomologue a

zéro. Puisque la suite (4.1.1) est exacte, ce sera le cas si la classe 7 est relative.
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PROPOSITION 4.2: L’intégration cohomologique v € H*(M, My; P) de (Mg, Ag)
est représentée par un cocycle qui définit un G-fibré principal 7: T' — M. De plus,
ce fibré est trivial en restriction & My.

Démonstration: La classe 7 = 67'v € H'(M,My; ) est représentée par un
cocycle ({U;}, {7;}) sur M & valeurs dans G. Soit I' le quotient de la réunion
disjointe [[ G| U, par la relation d’équivalence qui identifie g dans G | U, avec
g + 7:;(p(g)) dans g\Ui. La projection p: Hg}Ui—» M passe au quotient en une
submersion surjective m: I' — M. La projection ¢: || Q|Ui—> I’ se restreint en un

difféomorphisme G-équivariant ¢; qui rend commutatif le diagramme suivant:

Y

~ U/r :

gy, NUy)

k3

Donc son inverse ; est une carte de trivialité locale. L’atlas. fibré {(Us, i)}
définit une structure de G-fibré principal sur I". Puisque la classe 7 est relative,

ce fibré est trivial en restriction a My et 'on a le diagramme suivant:

i

Go T
€
(4.2.6) Po l TSO/ l T
€
Mo 0 M
ot la section nulle sy de pg définit une section ¢ de 7 au-dessus de Mp. 1

On remarquera que pour l'essentiel cette construction correspond a la cons-
q

truction d’une réalisation isotrope de Libermann par P. Dazord dans [6].

4.3 INTEGRATION DIFFERENTIABLE: CONSTRUCTION D’UNE CONNEXION F-
PARTIELLE. La projection ¢: v*F — G est 'application exponentielle de
P'algébroide de Lie v*F sur G. A toute section p de v*F, on associe le champ
fondamental p* défini par

., d
uy = (ratm)le=o , €T

Soit & le feuilletage image réciproque de F par 7. Une 1-forme de connexion
F-partielle est une 1-forme feuilletée © € Q!(S; v*S) & valeurs dans I'algébroide
de Lie v*S qui vérifie les deux conditions suivantes:
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(1) ©(p*) = #*p pour toute section u de I’algébroide de Lie v*F.
(2) © est G-invariante, i.e. pour toute section feuilletée i de G, on a:

(R [L) ©=0
ou R /, est la translation & droite correspondante pour 'action de G sur I,

EXEMPLE 4.3: L'action (p1,p2) € v*F Xp v*F — uy + po € v*F est libre et
propre. Le fibré conormal v*F est donc muni d’une structure naturelle de fibré
principal de groupoide structural v*F. La connexion partielle de Bott s’interprete
(par Vintermédiaire de la forme de Maurer-Cartan ®, voir §3.5) comme une con-
nexion partielle plate (voir §4.4).

La donnée de la connexion partielle plate ® sur G est essentielle pour 'existence
de connexions partielles sur I': elle jouera le méme réle que la connexion cano-

nique des trivialisations locales d’un fibré principal classique.

PROPOSITION 4.4: Le G-fibré principal m: I' — M posséde une 1-forme de con-
nexion F-partielle relative © € QY(S, Fo; v*S).

Démonstration: Soit {(U;,¢;)} un atlas fibré dont le recouvrement sous-jacent
est localement fini. Soit {p;} une partition de 'unité subordonnée. La 1-forme
feuilletée ©; = ¢1® € Q}(S| U, v*Sly,) est une 1-forme de connexion partielle
sur Pouvert 7= 1(U;). Alors on vérifie aisément que

0=> m(p) ©; € Q(S;v*S)

est une 1-forme de connexion partielle sur I'.

Il reste & montrer que la 1-forme feuilletée © est relative, c’est-a-dire que
€*® = 0 ol € = 7080, voir le diagramme (4.2.6). Or la 1-forme de connexion
partielle induite :*© est la 1-forme de Maurer-Cartan ®q de Gy et celle-ci est nulle
en restriction & Mo d’apres (3.6.4). Il s’ensuit que €*© = s§(i*©) = s5®g = 0.
[ |

En restriction & chaque ouvert U;, la différence © — ©; des connexions partielles

O et ©; = ¢! P se projette en une 1-forme feuilletée relative #;. Le résultat suivant

caractérise le recollement de connexions partielles locales:

PROPOSITION 4.5: Soit 7;; le cocycle qui définit le G-fibré principal I'. Les
1-formes feuilletées relatives §; vérifient 0; —6; = dr7;; = 775®. Réciproquement,
toute famille de 1-formes feuilletées relatives 0; vérifiant cette propriété détermine
une 1-forme de connexion partielle © € Q(S, Fo; v*S)
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Démonstration: Pour toute intersection U; N Uy, la différence §; — 6; se releve
en une 1-forme feuilletée sur 7 =1(U; N U;) donnée par

7r*(0]-—0,~) = @i_ej = (p?@—(p;q)

@ ((piop;)*® — @)
¢;((Lr;;)"® - @)
= ¢i(p*(drm;))

= 7 (dF7y)

Il

d’apres l'identité (3.6.3). Donc 6; — 6; = drry; = 75@ d’aprés la propriété
universelle (3.6.4) de ®. Réciproquement, si les 1-formes feuilletées 8; vérifient
cette condition, les 1-formes de connexion partielle ©; + 7*8; sur 7=}(U;) se

recollent en une 1-forme de connexion partielle © sur I'. |

4.4 INTEGRATION DIFFERENTIABLE: CONSTRUCTION DE LA COURBURE ET
DE LA CLASSE DE CHERN.  On définit la 2-forme de courbure par d0 €
Q%(S, Fo; v*S). Comme dans le cas classique, la courbure se projette en une
2-forme feuilletée fermée Q € Q2(F, Fo; v* F).

THEOREME 4.6: Le morphisme j*: H%(M, Mo; P) — H?(F, Fo;v*F) envoie la
classe v d’un cocycle sur la classe [Q] de la courbure d’une connexion partielle.

Démonstration: Soit ({U;}, {7:;}) un cocycle qui représente la classe 7 = 6~'v
tel que le recouvrement sous-jacent soit localement fini. Soit {p;} une partition de
I'unité subordonnée. On se propose de construire un représentant de la classe j*v
en procédant comme dans le cas de S'-fibrés principaux (cf. [3]). Pour cela, on
définit des 1-formes feuilletées relatives 6; = — )~ p; dr7;; qui vérifient 6; — 6, =
dr7i;. Puisque ces différences sont dr-fermées, les 2-formes feuilletées relatives
locales dx0; se recollent en une 2-forme feuilletée relative globale Q qui représente
la classe j*v (cf. [3]). Or la courbure de la connexion partielle © construite dans
la proposition 4.5 est donnée par dg© = dS(@i + 7*6;) = 7*d £0; = 7. Bref,
J*v = [Q] est la classe de la courbure 2 de la connexion partielle ©. 1

La classe [ € H?(F, Fo;v*F) sera appelée la classe de Chern réelle du
G-fibré principal 7: I' — M. Le théoréme 4.6 justifie la terminologie suivante: on
dira que v = 67 € H%(M, Mo; P) est la classe de Chern entiére (cf. [5], [6]).

COROLLAIRE 4.7: La classe dérivée d;[A] est la classe de Chern réelle de T'.
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4.5 INTEGRATION SYMPLECTIQUE: CONSTRUCTION DE LA STRUCTURE SYM-
PLECTIQUE. Soit o € Q?(F, Fo) la forme feuilletée symplectique de la struc-
ture de Poisson relevée A sur M. Dans cette étape, on cherche A construire un
représentant symplectique 7 de la forme feuilletée relevée m*o € Q%(S, Fp).

On fixe tout d’abord un couple de décompositions adaptées de TMp et TM. Si
les groupoides structuraux Go et § sont séparés, il existe des décompositions de
TGy et TG adaptées a celles de TMq et TM. Si ce n’est pas le cas, il faut utiliser
I'hypothése (Hj) pour obtenir de telles décompositions. Celles-ci définissent des
décompositions adaptées de TT en restriction aux ouverts de M qui trivialisent
w. Par un argument de partition de I'unité, on obtient une décomposition de
TT adaptée au couple de départ. La projection 7 induit alors un morphisme de

complexes qui rend commutatif le diagramme suivant:

*

m

QUF, Fo; * F)

=)

QLa(M, Mo)

QUS, Fo; v* F)

lg

Ql,q(rv MO)

Soit w le représentant pur de 0. La 2-forme feuilletée 2 € Q3(S, Fo;v*S)
déterminée par la 3-forme pure d; gw est la courbure d’une connexion partielle ©
sur I'. Le représentant pur # € Q11(T, Mp) de © vérifie donc dg 10 = 7*d; gw.

La 2-forme relative £ = 7*w — 0 représente n*c. Les composantes pures de
d¢ de type (0,3} et (1,2) sont nulles. La composante pure de type (2,1) est
dp 1-fermée et donc représente une classe dans le terme Ef (S, Fy) de la suite
spectrale de Leray-Serre de la paire (I', Mp).

LEMME 4.8: Les fibres de o: T - M 2% M, sont simplement connexes.

Démonstration: Pour tout point u € My, le G-fibré principal m: I' —» M induit
un fibré principal : o~ !(u) — ag'(u) dont le groupe structural G, est la fibre
de G en u. La connexion © induit une connexion usuelle sur ce fibré principal
dont la courbure est la restriction de Q & aj'(u). On considére la suite exacte
d’homotopie

o ma(og  (w) 25 T (Gy) = Py — mi(a M (w)) — mi(ag (u) =0

Le bord 8, envoie la classe d’homotopie d'une sphere s tangente & ag () sur la

période fs Q d’aprés [14]. 1l est donc surjectif; d’oli le lemme. 1



150 F. ALCALDE CUESTA ET G. HECTOR Isr. J. Math.

Le lemme 4.8 implique que le terme E12‘1(S , Fo) = 0 d’aprés [7]. 1l existe donc
une dg ;-primitive { € Q2°(T, M) de la partie pure de type (2,1) de d¢.

PROPOSITION 4.9: La 2-forme relative
n=m'w—0-(

est un représentant symplectique de *c et donc m: (T',n) — (M,A) est un
morphisme de Poisson & fibres isotropes.

Démonstration: La 3-forme relative dn = da,_10 — d; o est pure de type (3,0)
et do ;-fermée, c’est-a-dire que dn est une forme basique qui s’annule sur M.
Donc 7 est un représentant fermé de #*o. Il reste & prouver que 7 est & noyau
nul. Soit X un vecteur tangent & I en v tel que

(4.5.7) Z'Xn:ixﬂ'*w—ixe—ixczo

Pour tout vecteur vertical Y, on obtient O(Y)(X) = —ix0(Y) = ixn(Y) = 0.
Le vecteur X est donc tangent & S et l'identité (4.5.7) se réduit aux identités
ixymw = 0et iyf = 0. Or, la premitre identité implique que X est vertical et
donc X = 0 d’apres la deuxieme identité. ]

4.6 INTEGRATION SYMPLECTIQUE: CONSTRUCTION DE LA STRUCTURE DE
GROUPOIDE SYMPLECTIQUE. On se propose de finir la démonstration du
théoréme 1.3. D’aprés la proposition 4.9, les projections a: (T',n) — (Mo, Ao) et
B: (T',n) — (Mp, —Ao) forment une paire duale stricte ([27]). Il ne reste donc

plus qu’a vérifier la proposition suivante:
PROPOSITION 4.10: La paire duale stricte («, 3) est compléte.

Démonstration: 1l suffit de montrer que =n: (I',n) — (M, A) est un morphisme
de Poisson complet car la projection ag: (M,A) — (Mg, Ag) est compléte. On
rappelle que 7 est complet au sens de [8] si pour toute 1-forme p sur M a
support compact, le champ Y défini par ¢y = —7*p est complet. Puisque 7 est
un morphisme de Poisson, le champ Y se projette sur le champ complet X défini
par ixw = —p,1 Ou lo1 est la partie pure de type (0,1) de p. D’autre part, on
a:

OY) =iyl =—iyn+iynw=71"u— T o1 =T p10
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Le champ Y est donc un champ invariant par Paction de G qui se projette sur le

champ complet X. On en déduit que Y est un champ complet. |

D’apres la caractérisation des groupoides symplectiques {[4]), toute paire duale
compléte est un groupoide symplectique et donc (T, ) réalise I'intégration sym-
plectique universelle de (My, Ag) ce qui achéve la preuve du théoréme 1.3.

5. Obstruction a ’intégrabilité

Soit (I, ) Vintégration symplectique universelle d'une structure de Poisson Ag =
(Fo,00) sur une variété M. Le but de cette section est de prouver le théoréme 1.5,
c’est-a-dire de montrer que les conditions de régularité repertoriées au théoréme
1.1 sont bien nécessaires pour pouvoir intégrer la structure de Poisson Ag. Ce
faisant, on reactualise dans notre contexte les travaux de P. Dazord en leur don-
nant leur sens véritable qui est de représenter d;[A] comme une classe de Chern
ainsi qu’elle a été introduite et décrite au §4.4. La démarche consistera a retrou-
ver en ordre inversé les différentes étapes détaillées & la section 4.

On supposera pour simplifier que II;(Fp) est séparé méme si le théoréme 1.5

reste valable dans le cas général des variétés de Poisson réguliéres.

5.1 EXTENSIONS DE GROUPOIDES DE LIE.  Le sous-groupoide d’isotropie
IsT = {y € T a(y) = B(7)} de T est plongé, fermé et distingué dans I'. Il n’est
pas en général a fibres connexes, mais ce sera le cas pour la composante connexe
No de My dans IsT'. L’action naturelle & droite de Aj sur T est donc libre et
propre. D’aprés le critére de Godement ([22]), le quotient M = T'/Aj est muni
d’une structure de variété pour laquelle 7: I' — M est un fibré principal de
groupoide structural Ap.

La variété quotient M hérite de I' une structure de groupoide de Lie & fi-
bres simplement connexes qui s’étale sur II;(Fp). D’apres [19], ils sont en fait

isomorphes. Bref, on a une extension de groupoides de Lie

No . r T M =11(Fo)
(5.1.1) PN auﬁ T
My

On s’intéresse & l’extension infinitésimale associée. On rappelle que:
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(i) la projection ap induit un isomorphisme ag.: Lar — X(Fo) ol Ly est
’algebre de Lie des champs invariants & gauche sur M (voir [11]);

(ii) V'algébre de Lie Lr des champs invariants & gauche sur I' est I’image du
morphisme injectif d’algébres de Lie

a# = n%ea™: QY (My) — X(I)

qui, & toute 1-forme y, associe le champ Y = a#y défini par iyn = —a*u (voir
).

Alors puisque la projection « est un morphisme de Poisson, on obtient un
isomorphisme de suites exactes d’algebres de Lie

T
Ly —— Ly — 0

(5.1.2) T a# T 4 l Qs
0 — QI(MQ, .7:()) QI(M()) x(]:o) — 0
ou 7, est le morphisme d’algebres de Lie induit par =.

0 — L,

Bref, Pextension d’algébroides de Lie (2.3.2) est V'extension infinitésimale as-
sociée & V'extension de groupoides de Lie (5.1.1). En particulier, on a le résultat
suivant:

PROPOSITION 5.1: Le fibré conormal v* Fy est l'algébroide de Lie de Njy.

5.2 ACTION STRUCTURALE, ISOTROPIE ET GROUPOIDE STRUCTURAL.
D’aprés la proposition 5.1 et le diagramme (5.1.2), a¥: QY (My, Fy) — Lr est
l’action infinitésimale associée & 1’action de Ay sur I'. Puisque le morphisme de
Poisson a est complet (voir [4]), les champs verticaux o p sont complets. Sil’on
note (,o?#“ leurs flots, I'action infinitésimale s’intégre en une action & droite du
groupoide v*Fy sur I’

(5.2.3) DxpevFo — T
(v, 1) A" )
qui releve Paction structurale de Np sur T' (cf. [5]). Son isotropie I, est en-
gendrée par les 1-formes relatives g pour lesquelles w?#" est l'identité. Par
construction, Ny est le groupoide quotient v* Fq/Z.
On montre aisément que Paction (5.2.3) est propre et donc que celle de Ay est

libre et propre. Bref, on retrouve la structure de Ng-fibré principal sur I' comme
une conséquence de la complétion de a.
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5.3 CONSTRUCTION DU FIBRE PRINCIPAL A GROUPOIDE STRUCTURAL.  Soit
A = (F,o0) la structure de Poisson relevée de Ag sur le groupoide d’homotopie
M = II;(F). D’aprés [6], la projection 7: (I',n) — (M, A) est une réalisation
isotrope de Libermann, i.e. un morphisme de Poisson complet a fibres con-
nexes séparées et isotropes. La complétion de 7 entraine que tout champ vertical
Y = 7#u défini par iy n = —7*u est complet et son flot est noté i

L’action de v*F sur I' définie par

(5.3.4) Cxpv*F — r
() = e ()

est le relevement par ag de Paction 4 droite (5.2.3) de v* Fj sur I'. Son isotropie
T est P'image réciproque par ag et 3y de l'isotropie Ty de I'action bilatére de v*Fy
sur I'. Les projections ag et Fo définissent alors un méme groupoide de Lie image
réciproque N = v*F /1.

L’action de A sur T' est libre et propre et donc I' est muni d’une structure
de N -fibré principal au-dessus de M. Celle-ci est essentiellement identique & la
structure de Np-fibré principal décrite au §5.2: le groupoide A est le modéle local

commun.

5.4 CONSTRUCTION DE LA CONNEXION JF-PARTIELLE CANONIQUE. Soit
Y = n# 4 le champ vertical complet défini par une 1-forme relative y sur M. La
courbe intégrale de Y passant par v € I' s’écrit

teRm (7)) =p(7) €T

1l s’ensuit que Y est le champ fondamental de I’action de A sur I' associé 3 la
section u de 'algébroide de Lie v*F.

Soit S le feuilletage image réciproque de F par n. A toute décomposition de
T My, on associe la 1-forme feuilletée © € Q2!(S;v*S) donnée par

O(r*u) = 0

ol 1,0 est la partie pure de type (1,0) de la 1-forme p pour la décomposition de
TM adaptée a celle de T Mp.

PROPOSITION 5.2: La 1-forme feuilletée © est une 1-forme de connexion F-par-
tielle relative sur I' que ’on appelera canonique.
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Démonstration: Pour toute 1-forme relative y sur M, la 1-forme © vérifie la

relation O(n#p) = 7*p. L’invariance de © est obtenue en remarquant que 'on a

(5.4.5) ()0 -0 =1"drp

Si Pon pose Y = n#p, alors la 1-forme feuilletée 1y ds© est nulle. En effet, pour
toute 1-forme py sur M, on a:

dse(Y, Yl) = ZYdS@(Yl) - ZY1d56(Y) - @([}/, Yl]) = W*(ix1dﬂ + {/l, :U‘l}) =0
o le champ Y; = 7%y, se projette sur le champ X; = A¥# . 1l s’ensuit que

Ly©® = iyds® + dsiy© = ds(iy@) = ds(ﬂ‘*u) =7n*drp
i
et donc

d EY * *
(1) 0= (¢) Ly® =n"drp

L’identité (5.4.5) s’en déduit par intégration. Enfin, puisque 'involution ¢ est un
isomorphisme antisymplectique, on a ¢*@ = —© et donc la 1-forme de connexion
partielle est relative, c’est-a-dire © € Q2(S, Fo; v*S). |

PROPOSITION 5.3: La classe de Chern réelle du N-fibré principal T est égale &
la classe dérivée d;[A].

Démonstration: Pour tout couple puy, uy € Q®1(M), on a:

drO(Y1,Ys) = —O([Y1, Yz]) = =7 {1, w2 }1,0

ol Y; est le champ horizontal 7# ;. La courbure de © est donc donnée par
X1, X2) = —{p1, p2}1,0 = ix,tx,d10w

ou X; = A#p; et w est le représentant pur de type (0,2) de o. ]

5.5 OBSTRUCTION A L'INTEGRABILITE.  D’aprés la proposition 5.3, les pério-
des sphériques dérivées de A sont les périodes sphériques de la courbure Q de la
connexion partielle canonique ©. Comme dans le cas des S'-fibrés principaux

(voir [14]), on en déduira la proposition suivante:

PROPOSITION 5.4: L’isotropie Iy de Daction de v*Fy sur I' est égale au

groupoide dérivé Py.
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Démonstration: Pour tout u € Mg, le N-fibré principal 7: I' — M induit un
fibré principal m: a~'(u) — a5 '(u) dont le groupe structural N, est la fibre de
N en u. Toute sphére s tangente & oy’ (u) se releve en un disque D tangent
4 a~'(u). Son bord est la courbe intégrale C passant par u d’un champ T#u
associé & un élément y de l'isotropie Z. Réciproquement, puisque la fibre a™!(u)
est simplement connexe, une telle courbe est toujours le bord d’un disque qui se
projette par 7 sur une sphére tangente & ag ' (u). Alors on a

W*(/SQ>:/Dd}-@:/C®:7r*p,

Bref, I'isotropie Z est égale au groupoide dérivé P au-dessus de I’espace des unités
My. Tl s’ensuit que Zg = Py d’apres le lemme 3.7. |

D’aprés la proposition 5.4, on obtient le théoréme suivant dont le théoréme 1.5

est une conséquence immédiate:

THEOREME 5.5: Le groupoide de Lie Ny est égal au groupoide structural Gy de
la variété de Poisson (My, Ag).

6. Cohomologie des submersions

L’objet de cette section est de démontrer le résultat de cohomologie utilisé dans

'intégration cohomologique (voir le théoréme 4.1).

6.1 COHOMOLOGIE RELATIVE DES SUBMERSIONS.  Soient M une variété, B
une sous-variété de M et m: M — B une submersion surjective. Solent Qg un
faiscean de base B et @ le faisceau image réciproque 7n* Qp.

Le faisceau de Leray H?(m) est engendré par le préfaisceau qui, & tout ouvert
V de B, associe le groupe Hi(r7~1(V),V; Q); la fibre de b est la limite inductive

H(7)(b) = lim HY(r Y (V),V; Q)
beV
Les morphismes induits par les inclusions de F, dans 7~}(V) définissent par
passage 4 la limite un morphisme py: H9(7)(b) — H9(F,,b; Q) qui n’est en général
ni injectif, ni surjectif. En fait, p, est un isomorphisme si {7 ~1(V)} est un systéme
fondamental de voisinages de Fj; c’est le cas si F}, est compacte (voir [9]). On

considére la suite spectrale de Leray-Serre de cohomologie relative de la
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paire (M, B) (voir [9])
EP4(m) = H?(B; HY(n)) => H**9(M, B; Q)

Le terme Eg’q(w) s’identifie aux sections T'(H?(7)) de H9(w). En degré ¢ > 1, les
morphismes p, définissent donc un morphisme p: Eg ) = [Nyep H(Fp; Q). Si
les fibres F}, sont compactes, alors ps est injectif. Par construction, le diagramme

sutvant est commutatif:

HY(M, B; Q) B s Tloes H(Fy; Q)
(6.1.1) | % e
0—= E%(m) Ey(r)

ot le morphisme p est induit par les inclusions des fibres F;, dans M. Si celles-ci

sont compactes, alors les morphismes py et p., sont injectifs.

THEOREME 6.1:  Si les fibres Fy, sont connexes et H(Fy;Z) = 0, alors
(i) H1(M, B; Q) = 0 pour ¢ = 0,1;
(ii) H*(M, B; Q) = E%%(x) et le morphisme

o H(M, B; Q) — [ H*(F; Q)
beB
est injectif.

En degré 0, on considére le morphisme 7*: H%(B; Q) ~— HY(B; Q). Puisque
les fibres de 7 sont connexes et celles du faisceau Qg sont discretes, toute section
de Q est constante en restriction a chaque fibre. Donc le morphisme 7* qui est
évidemment injectif est aussi surjectif. En degré 1 et 2, on procédera en quatre
étapes. L’étude d’une famille de voisinages propres de B dans la lére étape
permettra de construire dans la 2éme étape un recouvrement {W,} annihilant
HY(M, B; Q). Dans la 3éme étape, on vérifiera Pannulation de certaines termes
de la suite spectrale de Cech de {W,}. La preuve du théoréme combinera ce
résultat avec la comparaison des suites spectrales de Leray-Serre des restrictions

T = Tlw,.

6.2 TUBES DE B. On fixe une métrique riemannienne sur M dont la
métrique induite sur chaque fibre F}, est compléte. A toute fonction continue

strictement positive r: B — R, on associe la réunion W(r) des boules géodésiques
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fermées dans Fy de centre b et de rayon r(b). Le voisinage W (r) de B sera appelé
le tube de B de rayon 7. On montre tout d’abord deux propriétés des tubes:

LEMME 6.2: Pour tout tube W = W (r), la projection n|w : W — B est propre.

Démonstration: Pour tout point b € B, soit U, un voisinage compact de la boule
géodésique W, dans F;,. La fonction rayon r étant continue, il existe un voisinage
ouvert relativement compact V;, de b et un voisinage produit Vi x Uy de Uy, (oul'on
note

Vs I’adhérence de V;) dont I'intersection avec W est un compact saturé pour 7| .
Pour tout compact K C B, on extrait un sous-recouvrement fini {V; N K}, du
recouvrement {V, N K}. Alors

n

(rlw)"Y(K) = | J(Vin E) x U) n W

1=1

est compact. [ |

LEMME 6.3: Pour tout voisinage U de B tel que la projection n| y: U — B est
propre, il existe un tube W tel que U C W.

Démonstration: Puisque 7|y est propre, toute ﬁbre U, est compacte et donc
il existe une boule geode51que W, dont I'intérieur Wb D> Uy. Du recouvrement
ouvert {V;x Wb} on extrait un sous-recouvrement localement fini {V;x W}
Soit r; le rayon de la boule W;. La fonction s : B — R définie par s(b) =
sup { r; : b € W; } est une fonction en escalier. Si » B — R est une fonction
continue telle que r(b) > s(b) pour tout b € B, alors U ¢ W = W(r). 1

Enfin, on s’intéresse aux propriétés de la suite spectrale de 7|w:

LEMME 6.4: Si W est un tube de B; alors on a
(i) H'(W, B; Q) = 0;
(i) HY(W, B; Q) = Eg"! (x|w);
(iii) les morphismes
p: H(W,B; Q) — [[ H' (W Q)
beB
et
poot EQX(nlw) — [ H*(Ws; Q)
bEB
sont injectifs.
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Démonstration: Les fibres W, étant connexes, le faisceau de Leray H%(x|w) = 0.
Par conséquent, on a:

(i) HY(W, B; Q) = 0;

(ii) H{(W, B; Q) = Ex (n|w).

(iii) Puisque 7|w est propre, le morphisme py: Ev%(n|w) — [Toes H1(Wh; Q)
est injectif en degré 1 et 2. Donc les morphismes p: H'(W, B; Q) — [],c5 H'(Ws;
Q) et poo: ELX(nlw) — [l H*(We; Q) sont aussi injectifs. 1

6.3 RECOUVREMENT D’ANNIHILATION.  On se propose de construire un re-
couvrement annihilant H!'(M, B; Q), i.e. un recouvrement fermé croissant
{W,.} de M tel que pour tout n,
(i) W, est un tube et I'application m,: W, — B est propre & fibres connexes;
(ii) le morphisme de restriction HY(Wp1, B; Q) — HY(W,, B; Q) est nul;
(iii) le morphisme de faisceaux H!(mn41) — H!(m,) est nul.

Pour cela, on montre tout d’abord la condition d’annihilation suivante:

LEMME 6.5: Soient W C W deux tubes de B. Si pour point tout b € B, le
morphisme de restriction ry: H* (Wb; Q) — HY(Wy; Q) est nul, alors le morphisme
de restriction
r: H(W, B; Q) — H\(W, B; Q)
et le morphisme de faisceaux
r: Hl(w|ﬁ~,) — HY(7|w)
sont nuls.

Démonstration: On considére le diagramme commutatif suivant:
T

HY(W,B; Q) HY(W, B; Q)
p l l p

[lies Hl(Wb; Q) {re} [Tocs H (Ws; Q)

D’apres le lemme 6.4, le morphisme p est injectif. On en déduit que le morphisme

7 est nul car {ry} est nul. Par ailleurs, pour tout € B, on a un diagramme

H (ml5) (b) e H(rlw)(b)

Db l lﬂb

HY(Wy; Q) d HY\(Wy; Q)
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ol pp est un isomorphisme. Par conséquent, le morphisme de faisceux r est nul
fibre & fibre et donc il est nul. |

PROPOSITION 6.6: Si H(F,;Z) = 0, alors pour tout tube W de B, il existe un
tube W D W de B tel que le morphisme de restriction

r: HY(W, B; Q) — HY(W, B; Q)
et le morphisme de faisceaux
ri M (nlg) — H(nlw)
sont nuls.

Démonstration: Pour tout point b € B, soit Uy, un voisinage compact de la boule
géodésique W), dans la fibre F,. Puisque H(Fy;Z) = 0, il existe un voisinage
compact ﬁb de U, tel que le morphisme de restriction r: Hl(lA]b; Z) - HY(Uy Z)
est nul. La continuité du rayon entraine l’existence d’un voisinage ouvert rela-
tivement compact Vj, de b et d’un voisinage compact V' x [7,, de (7}, tel que (Vb X
Up) N W est un compact saturé pour m|w. Soit {V;x l}l} un sous-recouvrement

localement fini du recouvrement ouvert {V,x Ijb} de W. Si I'on pose
[7=UV¢>((71' D U=UV¢XU,' oW

alors la projection |ﬁ : U — B est propre. En outre, tout morphisme de
restriction Hl(ﬁb; Q) — HY(W; Q) est nul, car il se factorise & travers H'(Uy; Q).
D’apres le lemme 6.3, il existe un tube W > U. Evidemment les morphismes de
restriction ry: H'(Wy; Q) — H'(W; Q) sont encore nuls, cest-a-dire W vérifie

la condition du lemme 6.5. D’otui la proposition. |

THEOREME 6.7: Si H'(Fy;Z) = 0, alors il existe un recouvrement W = {W,.}
annihilant H*(M, B; Q).

Démonstration: On définit W = B, puis on procede par récurrence. On suppose
construit un tube W, contenant le tube W(n) de rayon n. Soit U le voisinage
propre W, UW(n + 1) de B. D’aprés le lemme 6.3, il existe un tube W D U.
On définit W,4; comme le tube W associé au tube W d’apres la proposition 6.6.
| |
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6.4 SUITE SPECTRALE DE CECH DE W. Soit H? le systeme de coeffi-
cients sur le nerf du recouvrement W = {W,,} qui, & tout p-simplexe singulier

ng < -+ < np, associe le groupe
Hq(Wno...nP»B; Q) = Hq(WnovB; Q)

ol Wag.n, = Woo N---N W, . Soit ESIW) = HPYY(M,B;Q) la suite
spectrale de Cech attachée au recouvrement W ([9]) qui vérifie:

BRI W)= CPOW,H9) = Tlococn, H Wng..ny, B: Q)

ERIW) = HP(W,H?)
THEOREME 6.8: Soit W un recouvrement annihilant H*(M, B; Q). Alors on a:
EP(W) =0 pour tout p
Ey'W) =0

Démonstration: D’apres le lemme 6.4, H®(W,,, B; Q) = 0 pour tout n et donc

HO = 0. 1l s’ensuit que Ef’O(W) = 0 pour tout p. D’autre part, il faut montrer
que la suite

EX' (W) = oW, 1Y) 25 B (W) = 1w, HY) 2 EF(W) = C2(W, HY)

est exacte, ol d; est la différentielle de Cech 6. Une 1-cochaine v € CY(W, H?)
associe & tout couple n < m une classe

Unm € Hl(anyB; Q) = Hl(Wna B; Q)
La 1-cochaine v est un 1-cocycle si pour tout triplet n < m < p, la classe
Unm — VUnp + Vmp = 0

en restriction & Wy,,, = W,. Puisque W est un recouvrement d’annihilation, la
classe vy, € H' (W, B; Q) est nulle en restriction & W,,. Bref, v est un 1-cocycle
si pour tout triplet n < m < p, on a:

Vnm = Vnp

en restriction & W,. Soit u € CO(W,H!) la 0-cochaine qui, & tout n, associe la
classe

Hn = —Vnm € Hl(Wn,B§ Q)
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o n < m. Cette classe est indépendante du choix de m. Il ne reste plus qu’a
vérifier que 6 = v. Or, on a py ~ fny = —ln = Vnpm €n restriction & W,,,,, = W,
car la restriction de u.,, & W, est nulle. [ |

COROLLAIRE 6.9:
HY(M, B; Q) = E3"(W)
H?*(M,B; Q) = EL2(W)
COROLLAIRE 6.10:
(i) HYM,B;Q)=0;
(ii) Ie morphisme de restriction {r,}: H*(M, B; Q) — [],en H2(Wy, B; Q) est
injectif.
Démonstration: D’aprés le corollaire 6.9, en degré 1 et 2 I'inclusion
0 — EQI(W) — BY*OV) = [ HY(W., B; Q)
neN
coincide avec le morphisme de restriction
{ra}: H(M, B; Q) — |] HY(Wn, B; Q)
nEN

qui est donc injectif. En degré 1, ce morphisme est en plus nul, car W est un
recouvrement d’annihilation. |

6.5 COMPARAISON DES SUITES SPECTRALES.
PROPOSITION 6.11: H?(M, B; Q) = E%?*(n)

Démonstration Les inclusions W,, C W,,;; C M induisent des morphismes

EPY(m) = HP(B;HP(r)) = H""(M,B;Q)
! !
(6.5.2) EPmny1) = HP(ByHP(tny1)) = HPYI (W41, B; Q)
! l

EP(r,) = HP(B;HP(m,)) = HPYY(W,,B;Q)

D’autre part, les faisceaux de Leray vérifient:
(1) HO(m) = H%(m,) = O car les fibres sont connexes;
(2) H1(w) = 0 d’apres le corollaire 6.10;
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(3) le morphisme de restriction H!(mp41) — H'(m,) est nul car W est un
recouvrement d’annihilation.

On en déduit que
Ep°(r) = E§°(ma) = 0
ERY(m) =0

et le morphisme de restriction
1 1
ER (ny1) — E5(mn)

est nul pour tout p et tout n. En degré 2, le diagramme (6.5.2) se réduit donc
au diagramme suivant:

0
l

0—~ EY(r) — H)M,B;Q) — Ex(m) —0

| ! |

(6.5.3) 0 — ELN(Tpy1) — H?*Wyy1,B;Q) — E%%(mpq1) — 0

o} | |

0 - EL\(r,) — HXW,,B;Q — E%(n,) — 0

D’ott la proposition. n

PROPOSITION 6.12: Le morphisme p: H*(M,B; Q) — [,cp H*(F»; Q) est
injectif.

Démonstration: On remarque tout d’abord que le morphisme p coincide avec
le morphisme po: EQX(w) — [l,cp H?(Fb; Q) d’aprés la proposition 6.11. On

considére le diagramme commutatif suivant:

E%(r) P+ Tles HX(F Q)
(6.5.4) | il |

0— Egé2(7rn+l)

ot pF! est injectif d’aprés le lemme 6.4.

[Tees H*((Wni1)s; Q)

Soit v € H%(M, B; Q) une classe telle que p(v) = 0. La restriction v, de
v & W, se projette sur une classe de EQ%(mn41) dont Iimage par pf! est
nulle d’aprés le diagramme (6.5.4). Puisque p%t! est injectif, la projection de

Vny1 dans E32(mn41) est nulle. La classe vp41 se remonte donc en une classe
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dans EL(m,41) d’aprés le diagramme (6.5.3). L’annulation du morphisme de
restriction ELY(m,41) — EL!(7,) implique que la restriction v, de v & W, est
nulle. En résumé, la classe v appartient au noyau du morphisme de restriction
{rn}. Or, d’aprés le corollaire 6.10, ce morphisme est injectif et donc v = 0.
|

Le corollaire 6.10 et la proposition 6.12 démontrent donc le théoréme 6.1. On

finit par une généralisation de ce théoréme en degré arbitraire.

6.6 COHOMOLOGIE DES SUBMERSIONS.  Soient m: M — B une submersion
surjective, Qp un faisceau de base B et Q le faisceau image réciproque 7*Qj.
Pour étendre le théoréme 6.1 en degré plus grand, on remplace la section globale
par une famille de sections locales définies sur les adhérences des ouverts d’un
recouvrement relativement compact et localement fini de B. On construit alors
un recouvrement fermé croissant {W,} de M tel que

(i) W, est un tube de la famille de sections locales et 7,: W,, — B est une
application propre 4 fibres connexes;

(i1) le diagramme suivant est commutatif:

1,0 1 W:”fl 1 0,1
By (Tny1) = HY(B; Qo) — H'Y(W,o41;Q) — EXNmpt1)

[ } } o

*

EM(r,) = HY(B; Qy) —2+ H'(W,Q) — E%(t,)

De facon précise, on obtient le théoréme suivant:

THEOREME 6.13:  Si les fibres Fy, sont connexes et HY(Fy; Z) = 0 en degré q < r,
alors
(i) =*: HY(B;Q¢) — HI(M; Q) est isomorphisme en degré q < r;
(ii) la suite
0 — H"(B; Qo) = H"(M; Q) % [ H'(F; Q)
beB
est exacte. [ |

Soit F le feuilletage défini par la submersion m: M — B. Soit ¢? le faisceau
des germes de p-formes basiques. D’aprés [24), on sait que HI(M; ¢?) = EVI(F).
On a alors le corollaire suivant qui généralise le résultat de cohomologie feuilletée
de [7]:
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COROLLAIRE 6.14: Si les fibres F}, sont connexes et les groupes de cohomologie
de De Rham HY(F}) = 0 en degré q < r, alors on a

QP(B) pourq=0
0 pourg<r

B = {
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